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PAR M. Edmond MAILLET, 
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III. 

Nous allons maintenant faire un certain nombre d'applications des théo- 
rèmes qui précèdent. 

Théorème L — Tout étant poséy comme au théorème I du n^ I, e/ m 
étant > I , on ne peut avoir 71^=0 pour a > i , quel que soit a, que si G 
contient un groupe d'ordre /?^>i permutable ^à ses substitutions et 
formé de substitutions d'ordre p échangeables. 

Supposons qu'on ait 71^=0 pour a > i quel que soit a. 

Si n< = o, d'après un théorème de M. Sylow déjà employé [formule (i)], 
G contient un groupe unique d'ordre /?"' permutable à ses substitutions, et 
par suite, un groupe d'ordre /?®> i permutable à ses substitutions et formé 
de substitutions d'ordre p échangeables, d'après le corollaire III du théo- 
rème IV, n° 2. 

Si n< ^ o, G renferme plusieurs groupes d'ordre /?"'. D'après le théo- 

(*) Voir Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. IX p. I>.i. 



• • •* 






••, 



* • * • 



E. MAILLET. 






• • 









• • • • 

• ••• 



rèiîie I, n^ J , deux groupes différents d'ordre /?"*, contenus dans G, ont en 
commun un groupe d'ordre p'"~\ sans quoi on aurait n^^o pour une 
valeur de a > i . Soient II, H' deux groupes différents d'ordre p'" contenus 
dans G, P le groupe d'ordre p"'~^ commun. D'après le corollaire III du 
théorème de M. Frobenius, on sait que P est permutable aux substitutions 
de H et de 11'; par suite, à celles du groupe dérivé (H, H'); ce dernier 
groupe étant contenu dans G, p'^ est la plus haute puissance de /?, qui 
divise son ordre, et, d'après un théorème de M. Sylow [formule (i)], les 
groupes d'ordre /?'" de (H, H') sont les transformés de H par les substi- 
tutions de (H, H) et, par suite, contiennent tous P. 
Soient : 

H" un groupe de G d'ordre />'" non contenu dans (H, H); 
P, le groupe commun à H" et II ; 
V.2 le groupe commun à H" et H'. 

Les groupes P, et P^ sont d'ordre /?"'"^ Je dis que H" contient P el 
qu'on aura 

P = P, = P,; 

sinon, P ^ P^^ Pa, car si l'on avait P, = Pj,, P^ serait commun à H et H', 
et Ton aurait P = P,. Des lors P, et Pj étant contenus dans (II, H'), il en 
est de même du groupe (P<, P2) dérivé de P< et de P^; mais (P,, P^) est 
contenu dans H" et d'ordre >/?'""', puisque P, et V^ sont différents et 
d'ordre />'" ^ Donc (P,,P,) = H" et H" serait contenu dans (H, H'), 
contrairement à l'hypothèse. Il faut, par suite, supposer que H" contient P. 
Ainsi, tous les groupes de G d'ordre /?'" doivent contenir P; d'après le 
corollaire III du théorème IV, n**2, on conclut encore que G renferme un 
groupe d'ordre p^^ i permutable à ses substitutions et formé de substi- 
tutions d'ordre p échangeables. 

Corollaire I. — Si m > i et /î» = o pour a > i , G ne peut être 
simple ('). 

Corollaire II, — Si /;/ > i et aî^^ o pour a > i, G ne peut èlre pri- 
mitif ([ue s'il est linéaire et de degré p^. 



( ' ) Nous supposons toujours, pour chaque corollaire, les choses posées comme au théo- 
lènic lui-inèine. 
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Ce dernier corollaire résulte de la considération du corollaire III du 
théorème IV, n^ 2. 

Théorème II. — Tout étant posé comme au théorème 7 rfw n" 1, soit 
m ^i et supposons un groupe de G d'oindre p"^ formé de substitutions 
échangeables; quand une au plus des quantités n^^ est ^ o, ou bien on 
aura n,n^ o, ou bien G contiendra un groupe d^ ordre /?^> i permu- 
table à ses substitutions et formé de substitutions d'ordre p échan- 
geables. 

Le raisonnement est analogue à celui du théorème précédent; tous les 
groupes de G d'ordre/?'" sont formés de substitutions échangeables. 

Quand ^«=0, quel que soit a, la propriété résulte encore d'un théorème 
de M. Sylow [formule (i)]. 

Quand n^^ n'est différent de o que pour une valeur de a égale à ^ et ^m^ 
deux groupes II et H' d'ordre p'" différents, et contenus dans G, ont en 
commun exactement un groupe Pp d'ordre p'*^~^. Les substitutions de 
Pp étant échangeables à celles de H et de H', par suite à celles de (H, H'), 
on voit facilement que Pp est commun à tous les groupes d'ordre p'^ de 

(H, H'). 

Enfin, un groupe H", d'ordre /?'", contenu dans G, mais non dans 
(H, H), contiendra encore Pp. Tous les groupes de G d'ordre p'" con- 
tiendront Pp et G renfermera encore un groupe d'ordre p^^i permutable 
à ses substitutions et formé de substitutions d'ordre p échangeables. 

Corollaire /. — G ne peut être simple que si /?z = i, ou si /?,„^ o, ou 
si deux des quantités n^^ sont ^ o. 

Corollaire II. — G ne peut être primitif que si m = i, ou si n^ ^ o, 
ou si deux des quantités aî^ sont ^ o, ou si G est linéaire et de 
degré p^. 

Théorème III. — Tout étant posé comme au théorème I dun^ i, soient 
N le degré de Gj N — u^ sa classe; si un groupe de G d'ordre /?"' est 
formé de substitutions échangeables et si n^^o pour une valeur de 
0L<^m, on aura u^^p ou N^/>'"(/>*-h i). 

En effet, supposons que, pour une valeur de a égale à p, on ait /îp ^ o. 
Formons, comme au théorème précédent, le groupe J = (H, H'). 
D'après la formule (10), J sera d'ordre 
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Les deux {i^roupes H et H', contenus dans J, ayant, par hypothèse, 
exactement les p'"-^ substitutions de Pp communes, on aura n'^^Oj d'après 
le théorème I, n** i. 

Supposons qu'on puisse trouver une lettre a, déplacée par Pp et laissée 
immobile par une substitution T de J. Soit S = (a,, a^, ...),.. . une sub- 
stitution de Pp; S est échangeable aux substitutions de J, puisqu'elle l'est 
à celles de H et de H', et est d'ordre >/>. Les substitutions 

T, S-'TS, S-*TSS ..., S/'-»ïS''-« 

sont toutes égales, et T laisse immobiles \cs p lettres différentes que 

substituent à «<. On aura donc u^^p. 

Supposons qu'une lettre a<, déplacée par Pp, ne soit laissée immobile 
par aucune substitution de J. On voit facilement que J permute transiti- 
vement a^ avec :^ lettres différentes a,, a^, . . ., a;^; par suite, G, qui con- 
tient J, est de degré ^-'J ^p'"(p^-h i), puisque n'^ ^ o, ce qui démontre le 
théorème. 

Si, en particulier, p est la plus petite valeur de a pour laquelle ria^ o, 
on obtient même, en serrant la question d'un peu plus près, le corollaire 
suivant, que nous nous contenterons d'énoncer : 

CouoLLAiRE. — Si p est la plus petite valeur de a pour laquelle ^«7^ <>, 
et si p > 2, on aura u^^p ou N^p"^(2p^-h i), sauf si p^ -h i = 2**. 

Théorème IV. — Tout étant posé comme au théorème I du n® 1, si G 
contient une substitution d^ ordre p"^ et 5/m > i , G contiendra un groupe 
d'ordre p permutable à ses substitutions^ sauf quand n^^o. 

Soient m> i et /i,;,= o. Deux groupes différents II et H' d'ordre p'", 
contenus dans G, ont en commun exactement un groupe P^, d'ordre /?"'*, 
avec m — a>o. Mais H est formé des puissances d'une substitution S 
d'ordre /?'", et les seules substitutions d'ordre /?, que H contient, sont 
les puissances de S''"' '. P», contenant une substitution d'ordre />, contient 
S''"*"', et cette substitution est commune à tous les groupes de G d'ordre 
/;"*, puisque //,„ = o. 

D'après le corollaire III du théorème IV, n" 2, G contient un groupe 



SUR LES PROPRIÉTÉS DES GROUPES DE SUBSTITUTIONS d'oRDRE DONNÉ. A. 9 

frordre /?^>i permutable à ses substitutions, et formé de substitutions 
d'ordre p échangeables. Ce groupe d'ordre p^ étant commun à tous les 
groupes de G d'ordre p"^ est contenu dans H et, par suite, est formé des 
puissances de S^""'. Donc = i. 

Le raisonnement précédent ne serait pas applicable, si Ton avait ^2^ = 0, 
quelque soit a. Mais on sait qu'alors G contient un groupe unique H, 
d'ordre p"* permutable à ses substitutions, et, en raisonnant comme tout 
à l'heure, on voit encore que G contient un groupe d'ordre p permutable 
à ses substitutions. 

Corollaij'e /. — Quand m > 1 , G ne peut être simple que si rim ^ o. 

Corollaire IL — Quand m > 1, G ne peut être primitif que si n^^o. 

Si, en effet, G est primitif, et si n;„=o, G contient un groupe d'ordre p 
permutable à ses substitutions et qui, d'après un théorème de M. Jor- 
dan (*), devrait être transitif. G serait donc de degré />, et ne pourrait 
avoir son ordre divisible par p"^ avec m > i . 

Corollaire IIL — Si G est simple, p"* est < le plus grand diviseur 

de 4; inférieur à -^ [théorème dû à M. O. Hôlder (")]. 
P P 

En effet, d'après la formule (10), 

et n,n^o^ même quand m = i (sauf bien entendu le cas de ç = p que 
nous écartons). 

Si ^ > ï> -4i est divisible par (i + n^p -+-...-+- n^p"^), qui est < -^ et 

>/>'". Le corollaire a lieu. 

Soit donc v = 1. 

Supposons que H ne soit pas maximum dans G. Alors H est contenu 
dans un groupe F contenu dans G et Je<^<ff. G, étant simple, est holoé- 

driquement isomorphe (•) à un groupe transitif de degré 4> qui contient 

G C 

une substitution d'ordre p'", comme G, en sorte que ^ >/>"*, puisque 4 

(M Traité des Substitutions y p. 41» 
(*) Mathematische Annaten, t. XL, p. 55 et suiv. 

(*) W. Dtce, Math. Annalen, t. XXII, p. 94. ~ Voir aussi notre Thèse de Doctorat, 
p. 12. 

Fac. de T, — X. A. 2 
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est premier à p. Donc 

«'«=iJC<4 et -4:>^ avec -^^oiïCioàA]^ 

ce qui montre que le corollaire a encore lieu. 

Supposons que II soit maximum dans G. Le groupe G est holoédrique- 

ment isomorphe à un groupe primitif G' de degré -^' 

Pm 

(j' est de classe -^ — i; en effet, si cela n'a pas lieu, deux groupes U',, 

II', de G'(*), formés chacun de Tensemble des substitutions de G', qui 
laissent immobiles respectivement une lettre a\ ou a^ de G' ne seront pas 

de classe -4: — i- H' contiendra une substitution différente de l'unité et 

(|ui laissera une lettre :^ a\ immobile. Choisissons a^ identique à cette 
lettre. Les deux groupes H,, H^ auront, en commun, une substitution dif- 
férente de l'unité; cette substitution sera échangeable à celles de H', et de 
11!^; par suite à celles du groupe dérivé (H,, H^), qui coïncide avec G', 
puisque H, est maximum dans G'. Ce dernier groupe ne serait donc pas 

simple, contrairement à l'hypothèse, et G' est de classe -4i — i- I^^r suite, 

(? . c 

il contient exactement (^) ^ — ï substitutions déplaçant -4; lettres et 

régulières, qui sont d'ordre premier à p. 

Il ne reste plus qu'à raisonner, comme le fait M. O. Hôlder, si -~ ^q"*' 
(q premier). G' appartient à ce que nous avons appelé (') la première caté- 
gorie des groupes transitifs de classe -^ — i et de degré -^ et est composé. 
Sinon, soit q le plus grand diviseur premier de -^- D'après la formule (2), 

ff = ^(N,-i-2N,-f-...)» 
les groupes K et H, relatifs à cette formule (2), étant ici formés des puis- 



c 

(*) H', et Hi sont tous deux de degré — 1, d'après le théorème VII, n" 2. 

(*) Voir notre Thèse de Doctorat, p. 49-^0. 
(») Thèse de Doctorat, p. 5o et 55. 
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A» 

sances de la même substitution de G' d'ordre q. G' renferme au moins -vr 
groupes transformés différents de ce groupe d'ordre y, c'esl-à-dire au moins 
~T-(y — i) substitutions d'ordre q. Soit y, un diviseur premier de -^ 
différent de q\ on aura 



et 



yN, ' '^^N, 



(1 ^ (l^l 



ou 



y Ni 7,/> 



//i 



G étant simple et renfermant un groupe d'ordre ^rN, est holoédri(iue- 

c 
ment isomorphe (*) à un groupe transitif de degré -^; ce groupe renfer- 
mant une substitution d'ordre/?*", son degré est ^p"* et 

ce qui donne 

et le corollaire est complètement démontré. 

Théorème V. — Tout étant posé comme au ihcorèmc I du n® I, si ti 
est transitif et de degré ^=±0 (mod /?), soient II un groupe d'ordre 
p'^deGj permutant les lettres qu'il déplace transitivement p'* à p^'^ 
p\ à /?^«, . . ., et Xj^Xa^ ... : une des quantités /!« avec a^ A, est ^ o. 

En effet, on peut toujours trouver une lettre b déplacée par H, et per- 
mutée par H avec /?^ lettres; soit a une lettre non déplacée par H. 
G étant transitif contient toujours une substitution de la forme 






{«) W. Dtck, Math. Annalen, l. XXII, p. 94. — Voir aussi noire Thèse de Doctorat, 
p. 12. 
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I.«' gHMipo S *IIS, transformé de II par S, ne déplace pas bel esl 
d\»nlro /**^. Or» lo gronpo dos snhslilutions de H qui laissent b immobile 
r«l dNudro p*^ ^^\ dour 11 ol S 'llSonl, en commun au plus, un groupe 
d\M'dio i**^ ^» ri il no ivslo plus, pour établir le théorème, qu'à appliquer 
lo IIiôoh'^iuo I du w'" I. 

Hj» Oh p<uiioulior, X» w, oo qui arrive toujours quand H a son degré 
ôn*d A *<i ola^Ho» ou auro /i«, / o. 

ttifétufi^uc. 1m» s*appuvaul sur co théorème et sur le théorème II 
luori^doul |OU ivtrouxo dos ivsuUals compris dans le théorème I précédent. 

l'^u ollol, ni A, - 1 Jo thôoix'^mo 1 a liou, ii condition d'y supposer G tran- 
*iM( ol N ,-^ o \^ uukI /> V Supposons X, : - i , par suite X, = X, = . . . = i . 

HoU r uuo iiub^(i(u(ii»u do 11; on a 

T T.T, . ., 
I j^ 1'^, \^{{\\\\ lo»* o)'olos de T, qui sont tous d'ordre />, puisque 

ToMlo *uli*lilulion T' de H, qui contient dans un de ses cycles T', 
\\\i*k h'IlH»* do Tu par ox<»mple, est telle que ce cycle est une puissance T" 
dh I ( \ on ollol, hi oola n'a pas lieu, ou T', ne contiendra que des lettres 
di* I II «d l'*Mi d^^duira facilement de T et de T' une substitution contenue 
dHll»* II. l»ll»»MMl un<î (hîH lettres de T, immobile et en permutant entre 
(•IImk ilMi'lMil^^» aulroM, par suite d'ordre non diviseur de x = /?'^, ce qui 
|.h| ah^HKl^M <••< l'i «'onliendra à la fois des lettres de T, et des lettres ne 
ImIhHMI |mU parlln dn Tm ce qui exigerait X,>i contrairement à l'hypo- 
lIlN* Ti HmII dMfio Hvo une puissance T^ de T,. 

|I6H Im(*i l»i Tii'l'gi ••• ; T',,T^, ... ; ... sont les cyclesdes diverses substi- 
llllllillH |||( If dlIfi^HMilM ot qui ne sont pas deux à deux puissances l'un de 
I'NKII Ni MNN l^yi^JMli flNilll iUnw à doux aucune lettre commune; les substi- 
iMMHlWf^il^NHlHln^^Tii'l'it -'î'^iT;,, ...;... sont échangeables et le groupe 
llÀfiVf^ f^flflfiNHl' H l^i <*^l' f<H'nM^ (h) HutiHlitulions échangeables. H est donc 
lj||/((|(|||f(|l|((f^|ilMllonf» i^rliHnK^^aldoH, et Ton peut appliquer à G le théo- 
uLiiin II Ufi^iiéiUmii l'M qnl ronduil onrcur au théorème I précédent, quand 
1(11 ^ iiH\^\^^^^^ ^ ^ iMinnilifid N brîn(mod/>). 

**lMHfH<*lHl *!'< i'» fiM'llMMM'Ul 00 llH^orÔMio I, d'une manière générale, pour 

\iUh f<<tl AlMlphM on n'a boi^oin, on («ilot, (]ue de l'établir pour un 

||(dM«WlH/p/'Mnonl ioMUMilpIio i\ (•. Or, (J, étant simple, est toujours 
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holoédriquement isomorphe à un groupe transitif G' de degré N ^ o 
(mod p) (*), auquel on peut appliquer ce que nous venons de dire. 

Théorème VI. — Tout étant posé comme au théorème I du n^ I , soit 
N 7- o (mod p) le degré de G et N — Wq sa classe. Si une seule des 
quantités N — i , N — 2, . . . , N — w^ 6»^/ divisible par p, on a n^^^o {ce 
qui doit toujours avoir lieu si G est transitif) ow p > i . 

En effet, soit H un groupe de G d'ordre /?'", et p/? le degré de H; on 
a p/7^N — Wq, d'après la définition de la classe (*), et, par suite, p/> est 
Tun des nombres N — i , N — 2, . . ., N — Wo- Une lettre 6, déplacée par 
II, sera permutée par H avec /?^ lettres; si X, <; m, le groupe des substi- 
tutions de H qui laissent h immobile est d'ordre p'"~^«> 1, de degré p'/; 
avec p'<; p, et il faudrait p'^>N — u^. 11 y aura donc, parmi les nombres 
N -- 1, N — 2, . . ., N — Wo, au moins deux multiples de />, contrairement 
à rhypothèse. Donc X, = m. 

b est une lettre arbitrairement choisie parmi celles que H déplace. Si 
l'on peut trouver une lettre a de G non déplacée par H, et telle qu'il existe 
une substitution 

\b, ... 

dans G, on verra, en raisonnant comme au théorème précédent, que la 
seule substitution de H qui laisse b immobile est Tunité, que toutes les 
substitutions de S~* HS laissent b immobile, et, par suite, que H et 
S~*HS n'ont d'autre substitution commune que l'unité; ces groupes étant 
tous deux d'ordre ^'", on aura, d'après le théorème \ à\x n^ {^ n^^ o. On 
peut remarquer d'ailleurs que S existe toujours quand G est transitif. 

Si l'on ne peut trouver aucune substitution de la forme S, les lettres a, 
a', ... que H laisse immobiles sont déplacées par G, puisque G est de 
degré N, et permutées exclusivement entre elles par les substitutions de G : 
on voit d'abord qu'il faudra N — i ^o(mod/?); de plus, d'après le théo- 
rème VIII du n^ 2, il faudra p > i . 

Théorème VII. — Tout étant posé comme au théorème 1 du n^ 1, si G 
est k fois transitifs de degré N ^ o (mod p), de classe N — u^, et si, de 
plus, il y a l multiples de p parmi les nombres N — i, N — 2, . . ., 



(*) W. Dyck, toc, cit, — Voir aussi notre Thèse de Doctoraty p. vi et 19. 

(•) Jordan, Théorèmes sur les groupes primitifs {Journal de Liouville), 1871. 
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V m 

\ — u^. une des quantités ng^ avec a^ — r- est ^ o, /' étant la plus petite 

des trois quantités Ar, l et N — p/?, pp étant le degré d^un groupe II 
de (m cT ordre pT. 

Vax effet., pp est ^ au plus grand des multiples de p compris parmi les 
iioiiihres \ — i, ..., N — u^\ supposons que H permute ses ^p lettres 
transitivement //• à />^, p^* à ^^, avec A, = X2 = 

Soient b une lettre que II permute avec />^» lettres, a une lettre que II 
ne déplace pas, li, le groupe des substitutions de II qui laissent h immo- 
bile. G étant transitif, on aura une substitution de la forme 



\ 6, . . . / 



Supposons que II, permute les p,^ lettres qu'il déplace (avecp,<<p) 

transitivement />^ à />^' , p^^ à />^«' , ..., avec X'/'^X^J'J Si Ton a 

â la fois Ar>i, N — p/> > i et X, >i, on pourra toujours trouver une 
lettre a^^a que II ne déplace pas, et une substitution de la forme S 

([ui remplace a, par une lettre 6, ^ 6 permutée par II, avec />^« lettres. 

Vax continuant de la sorte, on forme une suite de groupes H, II,, ..., 

Hy, ..., H/-; liy permute transitivement les py/> lettres qu'il déplace (avec 

pj <pJ't<'"<P^<P) P' « P' ' P ' '^P* y "1 avec 

si ^y est permutée par Ily avec ^*'« lettres, Hy^, est formé de Tensemble 
des substitutions de Hy qui laissent bj immobile; si, de plus, ay est laissée 
immobile par II, on peut trouver une substitution de la forme S 

/ûT, a,, . . . , Qj^ * ' * \ 
\by ^,, . . ., bj, . • • / 

OÙ a, a,, ..., aj sont des lettres différentes laissées immobiles par II et 
où 6, 6,, . . ., bj sont des lettres différentes déplacées par H. Les conditions 
de l'existence d'un groupe Hy et d'une substitution S jouissant des pro- 
priétés ci-dessus sont qu'on ait à la fois 

A >y, N — p/?>y 01 5Cy>i. 

On finira donc toujours par trouver dans la suite II, H,, .. ., Hy, ..., H/- 
un groupe Ht pour lequel on n'aura pas à la fois k'^^ ^" — '^ i^ç^ 
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JC/' > I . Les groupes de cette suite étant d'ailleurs de degrés p/?, p,/?, . . ., 
pi-tP} ^i' ^^ chacun de ces nombres étant plus petit que le précédent, les 
nombres p/?, ptPiy --m pi'-\P sont des multiples de p compris parmi les 
nombres N — i , N — 2, . . ., N — Wo cl Ton sl l^ll. 

Considérons maintenant les deux groupes S" 'HS et II : S~*nS laisse b 
immobile, et, par suite, ne peut avoir en commun avec II que des substi- 
tutions du groupe H,; S~*HS laisse i, immobile, et, par suite, ne peut 
avoir en commun avec H et H, que des substitutions du groupe IIj ; ... ; 
S"* IIS laisse i/'^, iramobile, et, par suite, ne peut avoir en commun avec 
II, H,, . . ., lI/'_, que des substitutions du groupe II^-. 

Si donc nous montrons que Tordre X/' de 11/ est ^^ ' ^ , quand JC/ > i , 
l'application du théorème 1 du n®I donnera immédiatement notre théorème. 

Or si Ton ne veut pas se préoccuper de la substitution S, c'est-à-dire des 
deux conditions A* >y, N — pp >y, on peut prolonger la suite H, H,, . . ., 
H/' jusqu'à ce qu'on tombe sur un groupe H,„' pour lequel 30,^' = i - Soit 

(20) H, Hi, . . ., H/, . . ., H,„ , 

la nouvelle suite obtenue qui comprend la première. 
D'après ce qui a été dit précédemment, on aura 

1(1) >>fl)> 



(21) 



et 



(22) 



17) >VJ^> 
l(m'-l) > l(/n'-i > 

A| — .Aa ^ • • • t 



puisque 3Zj > XyVi quel que soit y. 



A-i'J r. MAIliET. 

5e —f/^p*: . ../?>i'""3C/ =^" 



• (f 



rît/ •= p^t . . ./>', 
De plus. 






On en déduit facilement 

Or on peut voir qu'on a w' ^ / comme on a vu /' f /; donc 






m 



Nous avons vu qu'alors le théorème a lieu. 

On remarquera, d'après ce qui précède, que, si Xi- = ij t = in' et 

% -^ m\ si t — k. %^ rn ; si / = N — fp, a ^ ~^^^ m. 

Kn appliquant ce théorème pour divers cas, on en déduit de nombreux 
corollaires: nous citerons les suivants: 

('oroUaire /. — Si G est transitif avec N ^o (mod/>), et si parmi les 
nombres N - r . N — 2, . . ., N — i/^ il n'y en a qu'un qui soit divisible 
par/>, il faut n^ y. o. 

Corollaire IL — Si G est transitif avec N ^o (mod />), et si parmi les 
nombres \ — i , \ — 2 N — u^'û n'y en a que deux qui soient divi- 
sibles par />, une des quantités /i, avec a^— est :7^ o; si en même temps 

(f est deux fois transitif et N — 1^0 (mod p)^ il faut n^ ^ o. 

Le théorème VII est d'ailleurs une extension du théorème V précédent. 

Applications, 

Les théorèmes qui précèdent permettent de traiter complètement Tap- 
[ilication de la formule (ni) au cas où m=^ 1. 

Soit p'^ la [ilus hautn puissance de p (p étant premier), qui divise 
\'<)i(liii(i (l'un frroupc G. On sait, d'après un des théorèmes de M. Sylow(*), 



M»r/joirc (Uiy.i cité. p. O87. 
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qu'un groupe H de G d'ordre /?* est formé de substitutions échangeables. 
Nous pouvons donc alors appliquer en particulier les théorèmes II et III. 

Théorème VIII. — Soit p^ la plus haute puissance du nombre pre- 
mier p qui divise U ordre Ç d^un groupe G; on aura 

Si /îjj = G, G contiendra un groupe d'ordre p ou p^ permutable à ses 
substitutions et ne pourra être primitif que s' il est linéaire et de degré p^. 

Si n^^ o et p^ 1^ N étant le degré de G, et ^ — u^ sa classe^ on 
auruy soit u^^p ou N ^/?^ (2/? -^ i ) quand p-^i^oy-^ soit u^^p ou 
N ^p^(p H- i) quand p -h i = 2.^. 

Corollaire /. — Si G est simple, on sl n^^ o. 

Corollaire IL — Si G est degré p/?* {p > 2) avec p </?, on aura u^ ^/?, 
quand /i, ^ o. 

On pourrait déduire encore des théorèmes précédents d'autres pro- 
priétés pour le groupe G; nous n'insisterons pas. 

Énonçons encore le théorème suivant : 

Théorème IX. — Pour un groupe G transitif de degré p^ et de classe 
p^ — Wo ctçec Uq <^p la formule (lo) se réduit à 

On peut surtout appliquer avec fruit les théorèmes qui précèdent dans 
l'étude des groupés primitifs G de degré N et de classe N — Uq^ quand w^ 
a une valeur donnée, car le plus grand nombre des théorèmes précédents 
est applicable aux nombres premiers diviseurs de ç qui sont > ^o- Voici 
des exemples : 

Théorème X. — p étant donné, un groupe primitif G de classe N — 2 
et de degré N == pp^ (p premier) ne peut exister en général que s'il est 
deux fois transitif et si pp^ = q'^-i-i (q premier). 

Les exceptions n'ont lieu que pour des valeurs de p limitées en fonc- 
tion de p. 

Nous considérerons seulement le cas de p = i; la démonstration est la 
même, quel que soit p, en supposant/? > p eip > 2. 

Quand /> > 2 et p = i , on peut appliquer à G le théorème VIII précé- 
dent et son corollaire II. On a 

Ç=P*^{^'^niP^)' 

Fac. de T. — X. A. 3 
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Si //a = o, G n'est pas de classe/?* — a, puisque alors G étant primitif 
est linéaire et de degré/?*. 

Soit n^^o. D'après le corollaire du théorème II, n® 1, ç divise 

/?'(/>* — i)(/^^ — 2) ^^ ^'^^ P^^^ écrire 



d'où 



ce qui donne 



pU(i -h n^p^) l=p*-(p^— I) (/>»— 2). 

/r( I 4- Aï,/>» ) = (/?*— I )(/;»— 2), 
/i'= 2(mod/?*) ou /r = 2 4- >w/?', 

(2 + >.A>') (I -f- /!,/>') = (/^' -I) (/>'- 2). 



Or si X > o, le premier membre est supérieur à p* et le deuxième infé- 
rieur à/?*, puisque n.^ > o, et l'égalité précédente est impossible. 
Soit X = o. 

et h= 2. 

Si / = I , p = 2, G est trois fois transitif, puisque son ordre est 

son degré/?* et sa classe />* — 2 (théorème III, n° 1 et corollaire); si / = 2, 

Or on sait (*) que l'ordre d'un groupe transitif de degré/?* et de classe 
p* — 2 est de la forme 

(J=p^tK<J-{-l)iK, 

où DC est Tordre du groupe des substitutions qui laissent deux lettres immo- 
biles, DC divisant /?* — 2 et DCa H- i divisant p^ — f- Dès lors oc est le plus 

grand commun diviseur de -^ et/?* — 2, puisque/? est impair, et l'on aurait 

OC = D*— 2, d'où î)C<T-hI=l^^^-^^, 
^ 2 

résultat évidemment absurde. 

On doit donc supposer / = i,p=2etG trois fois transitif. On sait (*) 



( I ) Voir notre Thèse de Doctorat^ p. 69-70. 

(*) Jordan, Recherches sur les substitutions (Journal de Liouville; 1872). 
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qu'il faut p^ — i = yi*, q étant un nombre premier; p étant impair, il faut 

/?'— I = (/? -H 1) (/? — i) = 2^^=i 2' et /> = 3. 

Donc : 

Corollaire. — Un groupe de degré p^ (p premier impair) et de classe 
p^ — 2 primitif est trois fois transitif et de degré 9. 

En appliquant de même le théorème IX aux groupes primitifs de degré/?' 
et de classe p^ — 2, on verrait qu'on doit avoir p^ — i =2.^ quand p est 

impair; or /?' — ^ =^ (P^ -^P -^ 0(p — ^^ P^^^ ^^^^ ^ë^^ ^ ^^ puisque 
jo^ -h jD H- 1 = un nombre impair quand p est impair. Donc : 

Théorème XI. — // n'existe aucun groupe primitif de degré p^ (p pre- 
mier impair) et de classe p^ — 2. 

Théorème XII. — Soit G un groupe transitif de degré pp (p premier 
et p<ip)j de classe pp — Uq {avec Uq<C^p)\ dans la formule (i) de 
M. Sylow qui correspond à G, si /i > o, /> est limité supérieurement en 
fonction de p, u^ et n. 

D'après la formule (i) de M. Sylow 

(^ — pv{np-^i) et n>o 
par hypothèse. 

D'après le corollaire du théorème II, n® 1, G divise le produit 
el np -^i divise le produit 

P{9P - {?P — 2). . .(p/? — Mo). 

Soit S le plus petit commun multiple de p et de n : un diviseur commun 
k pp — j eik np -+-1 est un diviseur commun à - (pp — j) et - (np -l- i). 

Le plus grand commun diviseur de pp — j einp -+-i divise donc -(pp — y) 
et - (np -f- i), et, par suite, leur différence 



P 



n p \n pj 



Le plus grand commun diviseur de 

Aï/? 4-1 et p(pp — l)(p/>— 2)...(p/? — Mo), 



\. s» K. «.VlLLKr. — SIR LES PROPRIETES DES GEOCPES DE SI'BSTÎTUTIONS, ETC, 

. f-^ — — - I • • • I I > 

;• ! : 5 1 iiA 

. ' — l> 

Il -■ 1 : n 5 / 

Il» pai lu'uttor vjiuttul ^'^ i on d î = /i, el np -^ i doit diviser le produit 



^ « 



* t ' ' . . :/,«-- I ». 



ti •^'.fy;*.' / V^u |»oul oLiMir uu thçvKnue analogue pour un groupe 
\% n iiii»liMx,u»t u*ulox lox ov»nditiv»us ononcèos au ihêoK^nie ci-dessus, sauf 
k\\\x^ tTiMio han^nit» ^.'^ oxuulilivni i|uo co giH>upo G ait son ordre divisible 

fti tn.mfto' IL I «^ ihôort^mo \ III et ses corollaires permettent d'éta- 
hlli Mil iIhmuoiiio analogue pour les groupes de degré p/?' (/> premier et 

Hi êthinfih' III l'<* Ihôori^uio l\ permet d'établir un théorème ana- 
|mihh> pHiii li'»i fiiniipi^H «1p dogré />' (/> premier) transitifs, de classe/?' — u. 
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PROPAGATION DES ACTIONS ÉLECTRODYNAilIQlES. 

PAR P. DUHEM. 

ProCessear 4 la Faculié des Sciences de Bordeaux. 



INTRODUCTION, 

Le présent travail fait suite au troisième Volume de nos Leçons sur 
i Électricité et le Magnétisme et aux divers Mémoires, relatifs à TÉlectro- 
dynamique, que nous avons publiés dans les Annales de la Faculté des 
Sciences de Toulouse. Il a pour but, comme les recherches dont nous 
venons de parler, de relier entre elles, d'une manière entièrement logique, 
les découvertes les plus récentes faites dans le domaine de TLlectrodyna- 
mique, en particulier par Maxwell et par Helmhoitz. Ce sont les idées fon- 
damentales de ce dernier physicien que nous suivons, à Texclusion des 
doctrines nouvelles introduites depuis quelques années dans Tétude de 
l'électricité . 

Parmi les conséquences du travail que nous publions aujourd'hui, il en 
est une sur laquelle nous voulons attirer l'attention; elle concerne la 
théorie électromagnétique de la lumière. 

La théorie de la lumière, qui, depuis Young et Fresnel, a possédé la 
faveur des physiciens, est la théorie qui attribue la lumière aux vibrations 
transversales d'un corps élastique hypothétique, l'éther. On sait que cette 
théorie se heurte à des difficultés insurmontables lorsqu'elle se propose de 
traiter la réflexion et la réfraction de la lumière. 

La théorie de l'élasticité permet aisément de traiter le problème de la 
réflexion et de la réfraction, à la surface plane qui sépare deux milieux, 
d'une onde incidente plane propageant des vibrations transversales. 

Quand les vibrations incidentes sont perpendiculaires au plan d'inci- 
dence, le mouvement réfléchi et le mouvement réfracté se composent 
chacun d'une onde plane unique propageant des vibrations transversales 
normales au plan d'incidence; les lois des vibrations réfléchies et réfractées 

Fac. de r, "X. B. I 
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s'expriment par des formules semblables à celles que Fresnel a données 
pour la réflexion cl la réfraction de la lumi^*re polarisée perpendiculai- 
rement au plan d'incidence. 

Mais, lorsque les vibrations incidentes sont dans le plan d'incidence, les 
lois de rélaslicilé montrent que le mouvement réfléchi et le mouvement 
réfracté ne peuvent plus, en frénéral, être composés de vibrations exclusi- 
vement transversales, en sorte que ce cas ne [»eut s'accorder avec les formules 
de rOptique. Ce désaccord suffit, en bonne logii|ue, pour faire rejeter 
Tassimilation de la lumière aux vibrations transversales d'un solide élastique. 

Il était naturel de se demander si la théorie électromagnétique de la 
lumière se heurtait à des difficultés analojrues, ou bien, au contraire, si 
cette théorie donnait, pour la réflexion et la réfraction d'une onde électro- 
magnétique plane propageant une f>erturbation transversale, des formules 
analogues à celles qui régissent la réflexion et la réfraction de la lumière. 
Si ce dernier cas se réalisait, la théorie électromagnétique de la lumière 
aurait, sur la théorie élastique, un grand avantage. 

Maxwell n'avait pas traité le problème de la réflexion et de la réfraction 
des ondes électromagnétiques à la surface de séparation de deux miUeux. 
(ji problème a été traité pour la première fois par M. Potier, dans une 
.\ote(*) adjointe à la traduction française du Trcalise de Maxwell. 

M. Potier arrivait à cette conclusion que les formules, qui règlent la 
réflexion et la réfraction des ondes électromagnétiques planes à la surface 
de séparation de deux diélectriques, coïncidaient avec les formules qui 
expriment, selon F^resnel, les lois de la réflexion et de la réfraction de la 
hjmicrc à la surface de séparation de deux substances transparentes. Les lois 
du la réflexion d'une onde électromagnétique à la surface d'un conducteur 
•exprimaient au moyen des formules de la réflexion métallique indiquées 
uskv (!anrhy. M. Potier ajoutait : « L'identité des formules déduites de la 
Ui/^>rie do Maxwell avec les formules vérifiées par rexpériencc, en ce qui 
/yWM:^fni« le» vibrations lumineuses, est un argument de grande importance 
0^4% f4Vi;ur de cette théorie. » 

\m iKilution, donnée par M. Potier, du problème de la réflexion et de la 
f^ractîofi de» ondes électromagnétiques a été acceptée par la plupart des 
f^HU'Uî^. Kfi particulier, elle a été reproduite par M. Volkmann (^). 

(^ , TontK II, p. O07. 

/ ») VértMUAHit, Vorletungen uber die Théorie des Lichtes^ p. 298. 
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M. Volkmann ajoutait : « Les conditions aux limites de la théorie électro- 
magnétique, à rinstar de celles que fournit la théorie de Mac Cullagh, ont 
un avantage sur les conditions aux limites acceptées par la théorie vihra- 
toirc de la lumière; elles résultent directement de principes mécaniques, 
sans avoir k faire appel à des conditions accessoires particuhéres. Nous 
devons en conclure que la théorie électromagnétique du la lumière rem- 
porte sur la théorie élastique. » 

Mais les conditions aux limites adoptées par M. Potier, par Hertz, par 
M, Cohn, par M. Volkmann, avaient été établies en s'appuyant sur des 
propositions douteuses et sujettes à litige do Maxwell, ou de ses continua- 
teurs, tel que M. Poynling; ces conditions étaient donc fort douteuses et il 
nous a paru nécessaire d'en reprendre la démonsiralion. Nous avons été 
ainsi conduit, toujours dans les idées de Helmlioltz, à remplacer ces con- 
ditions par d'autres relations très différentes de forme et dont les consé- 
quences s'écartent beaucoup de celles qu'avait obtenues M. Potier. 

D'après ces nouvelles conditions limites, lorsqu'une onde électromagné- 
tique plane, propageant une force électromotrice transversale et perpendi- 
culaire au plan d'incidence, tombe sur la surface plane qui sépare deux 
milieux diélectriques, il y a une seule onde plane rélléchie et une seule 
onde plane réfractée; chacune d'elles propage une force électromotrice 
transversale et perpendiculaire au plan d'Incidence; les formules qui lient 
la force rénéchie et la force réfractée à la force incidente sont identiques 
aux formules qui, selon Frcsuel, lient la vibration réfléchie et la vibration 
-réfractée à la vibration incidente, quand la lumière incidente est polarisée 
dans le plan d'incidence. 

Mais, lorsque l'onde incidente propage une force éleclromolriee 
transversale située dans le plan d'incidence, il n'est plus possible d'ac- 
corder les conditions aux limites par nous obtenues avec l'existence d'une 
seule onde réfléchie et d'une seule onde réfractée, propageant toutes deux 
une force électromotrice transversale. 

La tliéorie électromagnétique de la lumière se heurte donc à des contra- 
dictions tout à fait analogues à celles que rencontre la théorie élastique; 
l'une comme l'autre est logiquement inacceptable; l'une comme l'autre 
doitêtre reléguée au nombre de ces hypothèses chimériques qui ont sollicité 
les efforts des chercheurs et grandement contribué au progrès de la Phy- 
sique, mais que la Physique rejette lorsqu'elle a cessé de s'en servir. 



B/i r. KSOI. 



CHAPITRE I. 

PRELIMINAIRES. 



f. — Variahlen qui repré^enieni Vétai électrique et magnétique 

d'un Jfvjftème. 

«' 

Si un cov\9% c»t C'kctrisé, chaque élément de volume rfc tracé en une 
région où la constitution de ce corpus varie d'une manière continue, 
renferme une quantité d'électricité erfcî: chaque élément d'aire ^S. tracé 
ftur la «lurface qui limite ce corps, ou bien sur une surface de discontinuité 
qui le divi«e, renferme une quantité d'électricité ErfS: e est la densité élec- 
triquit Holide en ww point de l'élément dm\ E est la densité électrique 
MUpcrJie/udlr. en un point de l'élément rfS. 

Si un corji» diélectrique est polarisé, V intensité de la polarisation, en 
un (»oint de ce diélectrique, sera représentée par nn; les composantes de 
Ut poUirination seront représentées par *i,, ifc, Z. 

Si un corpK est aimanté, Vintensité d'aimantation, en un point de ce 
coqiH, »era représentée par (x; les composantes de l'aimantation seront 
reprénentées par a, ^, y 

Si un corjïs est traversé par des courants de conduction, les composantes 
du Jlux (Le. conduction, en un point de ce corps, seront représentées 
par u, i^, w. 

( les variables ne sont pas entièrement indépendantes des variables e et E. 

En un point au voisinage duquel la constitution du conducteur varie 
d'une nianien; continue, on a 

au dv <hy de 
d.r ay az ut 

Supposons (jirurKî surface S sépare deux parties i et 2 du conducteur, 
rrs (Iriix parlics ayant des natures (IKTércnles. Soit M un point de la sur- 
f.irj! S. Soirnl. ^/,,^/;,l(îs (l(Mix (loiui-nomialcs nienécs, en ce point, à la 
.siir(;irr S, Tune v<»rs rinléri(Mir du corps i, l'autre vers rinlérieur du 
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corps 2. On a 

(2) f/,COS(/li, x) -h ^^1008(^1,^) 4- i«'iCOS(/li, z) 

dE 

Si un diélectrique est le siège de flux de déplacement, les composantes, 
en un point, du flux de déplacement seront représentées par ç, ^j;, )(^. On 
a, par défînition, 

II. — Fonctions potentielles. 

L'étude des actions exercées par Télectricité conduit à étudier la fonc- 
tion potentielle électrostatique 

(4) v(ç,yî,ç)=y^e/nj-+-y?e/s, 

où r est la distance, soit de Télément rfcy, soit de l'élément c?S, au point 

Où la première intégrale s'étend à tous les éléments de volume du 
système; 

Où la seconde intégrale s'étend à tous les éléments des surfaces de 
discontinuité que le système renferme. 

La fonction potentielle diélectrique est la fonction 



(5) 13($,y,,î) = 



fi "•? "; "A 



x,yjZ étant les coordonnées d'un point de l'élément de volume dts^ et 
l'intégration s'étendant à tous les éléments de volume du système. 
La fonction potentielle magnétique est la fonction 



J Vài 






L'étude des actions exercées par les courants de conduction conduit à 



B.6 

envisager les fonctions 



p. DOHES 



(7) 



j Y 1 r 2 r* \ r 



r 

Tt — Y 

♦ 

r 



-r- w ) I do, 

— ^ «• ) I ^/w, 

^ /J 



L^étude des actions exercées par les courants de déplacement conduit de 
même à envisager les fonctions 






r ' r ' r ^' ' j 

(8) (,'($,r,.C)rrJ|— -^^_-— ^(^_-,-H_--.t,+ -^x)J*'- 






^'— ■>'■■ 



^-^ -/.)] <'«'• 



Dans CCS formules, X est une constante numérique que nous nommerons 
la constante de HelmhoUz. 

Les actions exercées par les aimants, soit sur les courants de conduction, 
soit sur les courants de déplacement, introduisent les fonctions 



*(ç, •«,:) = 



^9) 



"¥(1-^,%) = 



J V ai 

1(4 






X($,r,.:,i = 




d- 

^ dx 



dx. 



OL -r— / dm. 

OY 



Les actions exercées par les courants de conduction sur les aimants con- 
duisent à considérer les fonctions 
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qui peuvent s'écrire plus explicitement 






^"- ' Q($.v,.Ç) = - / \u-J,-.v^Jdm, 



1(4 

M- 4 



Les actions exercées par les courants de déplacement sur les aimants 
conduisent à considérer les fonctions 

qui peuvent s'écrire, plus explicitement, de la manière suivante : 



^'^^ ^9($.n,Ç)=- / \i-^-x-é]d^. 



J VTy 

A4 



dz 



dx 






A4 



III. — Propriétés des fonctions potentielles en un point au voisinage 
duquel l'état du système varie d'une manière continue. 

Dorénavant, nous désignerons non plus par (Ç, yj, ^), mais par (a:,y,z), 
le point auquel se rapportent nos fonctions potentielles. En outre, nous 
désignerons, suivant l'usage, par le symbole A, l'opération 

à* â^ à* 



ôx^ dy"^ âz* 
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p. DUHEH, 



On sait que Ton a 



(i4) 
(i5) 



(i6) 



AV=: — 4t:^, 



XV = 



AS 



, fdX 



dy ^ dz) 



dy 



A ces relations, connues depuis Poisson, on peut joindre les suivantes, 
qui sont dues à Helmholtz : 



(17) 



Av) — (i_X) 



/ AV> — (i — X) 



Aa?> — (i — X) 



dx dt 
ôy dt 
dzôt 



= — 47rw, 



= — 4t:<% 



= — 47r«', 



(18) 



d-O d-<? â^ , <^V 
{7x Or âz al 



On a, de même : 



(19) . 



AJ— (i-X) 



' AÇ-(i-X) 



dx ôt 

â'V 
àyJt 






£?S{^^ 



=1—47:9, 



= -~47r^. 



— 47rx- 



(20) 



Ox dy dz dt 



Les fonctions $, M*, \ vérifient les équations suivantes : 



A<t> 



=^'fê 



(21) 



àW 



. (dx 



dz 

h. 
dx 
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Les fonctions P, Q, R vérifient les équations suivantes : 

^P t^Q ^H 
c/oC or âz 

Les fonctions /?, ^r, /• vérifient les équations suivantes : 
(25) ^ A7 = -47:(^:-g 



A/- 






/ c^ '^P ^1 ^'' 



IV. -— Propriétés des fonctions potentielles en un point de la surface 

de contact de deux corps différents. 

Soient : 

I et 2 les deux corps en contact le long de la surface S; 

M un point de la surface S ; 

^^,, n^ les deux demi-normales menées, par ce point, à la surface S et 

dirigées respectivement vers l'intérieur du corps i et vers l'intérieur du 

corps 2 ; 
T une demi-tangente menée par le point M à la surface S. 

Si une fonction /(^, y^ s), ayant, pour les deux corps i et 2, la même 
signification physique y a, en ces deux corps, des expressions analy- 
tiques différentes, nous désignerons ces deux expressions par /i(^, X, ^), 
f^i^.y.z). 

Fac, de T, — X. B.2 



B.IO p. DUIIEM. 

Cela posé, nous aurons, en tout point de la surface S, 
(3;) v, = v,. 

(18 1 

(=9) 

Nous aurons aussi 
(3o) 



On 


' '*' dn. 




|)V, à\. 



(30 



rfW, 






■..\Z[ cl,,COS(H; 

+ -X, cos(rt. 



,r) -t-ii'->, ros(/Ji, v) + C,c«s(/ii, 
r) + V!., costn., v) + e, cosC»,, 



(3a) 

cl, de mc'in' 

(33) 

(:U) 









-| a, oos(n,, .r) ^- l3| C(»s{n|,_v) -i- y, cos(/ii, 

+ a, fO!;(w„ -'■)-*- S, COS («„_>-) + /irO';(/lj, 



(3.>) JT- JT 

Les fonctions o, i;», >)." vérïfionl les égalités suivantes : 

(36) i'i=Ws, V'i-V,, iP, — "JP,, 







di)?, dtp, _ 


,,0, <)P| J»! 


(K', ,)<', 

in " /ïi' ' 


dUÎ>| (Je 

■5Î ^ "5t 


Les fondions •î', (J, ,'j 


vérifient les égalités suivantes : 


(39) .^,--?.. 


«,= !).. 


,'i, = 5.. 










7)T ^ ST ' 


dT-dT 



,' 
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B.ii 



Les fonctions O, W, X vérifient les égalités suivantes : 



(4î) 



4». = 4»„ W, = W„ X,= X„ 



(>*, d*. 



(43) 









=:47:[yjCOS(/ii, /) — p,cos(/i,, 5)-f-y2C0s(/i„/) — (3,cos(/i„ 5)], 
= 47:[aiCos(/ii, 5) — yiCOs(Ai,, j7)-i-a,cos(/i2, ^) — yi cos(/i,, or)], 



-f- -T-^ =4îr[3iCOS(/i,, j:) — a|COs(/ii, 7)-+-J3jCOS(/i,, ^) — a,cos(/iî, 7)]. 



<^/ti d/i, 



(44) 






Les fonctions P, Q, R vérifient les égalités suivantes : 



(45) 



drii 



dP, 



(46) 



dO, . àQ, 









âfii àn^ 



(47) 



P, = P„ Q, = Q„ R, = R,. 



= — 47r[iViCos(/iï,7) — riCOs(/i,, z) -+-tv,cos(/ij, y) — i^, cos(ai„ 5)], 



=z— 47:[w,cos(/ii, -s) — iv, cos(/ii, j:) -h w,cos(/i,, ^) — <i',cos (/i,, or)], 
r= — in[vi cos(/ii, x) — aiCos(/ii, y) -+- r, cos(/i;, x) — w, cos (/i,, /)], 



Enfin, les fonctions/?, q, r vérifient les égalités suivantes : 



(48) 



P\—Pl, q\=(lty 'ï^r'ly 



(49) 



drix 
Or, 



àPi 

ait 
àr. 



On, On 2 



= — 47r[xiCOs(/ii,7)— ay,cos(/i,, 5) -t-XîCOs(/i„ 7) — ^,cos(/i„ z)], 
= — 47:[9iCOs(/ii, 5) — xiCOs(/ii,A-)-^?îCos(/i„ -) — x«cos(/i„ ar)], 
=3 — 4:: [4/iC0s(/ii, x) — 9,cos(/i,, 7) 4- ^,cos(/i,, j:) — cp,cos(/i2, 7)], 



(5o) 



àPi^ _Opî Ôqx __ Ôq^ 

Jï — 01 ' 01 ■" (^ï 



5t "~^ 



\. — Constanles /onitanir/it'.ili's. 

I-a irori'taiili- fondatncntiile des actions éloctroslatiquos sera désignée 
[mr t. La roii>lanlc fondiimontato dos actions olecti'udvnamii[ucs s'cxerçant 
fittri' 'ouraitls df ronductiun sera désignée (lar — • La constante fonda- 
nienlale des actions électrodynamiques s'exerçant eiilre courants tir dèpla- 
ii'iin'nl sera désignée par— - 

Va\ frénéial, avec MavwelL on suppose que ces deut constantes sont 
identiques ; 



.Nous avons montré ailleurs (') que 



saille t'ialt inailt)iis.slbli'. 



W. — DU'-rxi-^ conibiiiaiaoïis lincain.-s- tirs /(/nr/ion-t prèctUle/il<'s. 

Nous rencontrerons souvent les combinaisons linéiiires siiivanles do; 
varialiles a, c, iv, s, i. y : 



Dans riiypotlièse inadmissible exprimée par régalilé (Tu). les quan- 
tités u, 0, m se réduisent aux. produits, par —., des quantités (h + 5">, 

\ ^ 
(r 4- -l), (\v -t- ■/ j (|ue Maxwell nomme composantes du /lux total. 

Nous poserons de même 

(53) ïl=-^_\ + ^-,v. 



(I) Qiiel'juct remai-i/urs ni, sujet de t'rlerlru/lrnnnii'/iie (iet corpt dirlerlri.jiies 
proposée par J. Ci.rtik Maxwki.i,. ( Coiiiples ren'liit tin in-isiC-me Congrî-s scienlifi/juc 
international des Catholiijues, scanci; du 'i ït-[iioinlire i8yl.l 
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Dans l'hypothèse inadmissible exprimée par régalit6(5i), la quantité K 
se réduit au produit, par — > de la fonction potentielle électrostatique 

totale (V H- tl). 

Nous rencontrerons souvent, dans ce qui va suivre, les combinaisons 
suivantes : * 

(5.',) {i9=^-^>+^q + W, 

a c 

y 2 y/2 

(55) ^ Ulrrr — Q-+- --=:7, 

V/2 y/2 

îl = -p R 4- -7= r. 

y^2 y^2 

En vertu des égalités (10), (12) et (54), on a 

~~ dy ôz ôy dz ' 

in- — - — -— — 

ôz dx dz ôx 

Xi— î^-^-^ ^ 
dx ôy ôx dy 

D'autre part, en comparant les égalités (6) et (9), on trouve sans peine 

ô\ dW . Col ^ ù^ 
ôy OZ j r OX 

ôz ôx ^ J r ôy' 



ôy J r ôz 



ÔW ô^ 
ôx 



D.l4 P- DL'HEH. 

Si Ton observe que Ton a 

i / 1 (/ro + 4irï' = ". 
on obtient les égalités 



(56) 



qui sont d'un fréquent usage. 

VII. — Des systèmes dont les propriétés ne dépendent pas de la valeur 
attribuée à la constante X. 

La constante X figure dans les six fonctions 

t), V, "P, i, G, /). 

Mais ces fonctions ne s'introduisent, dans les <''quations de l'I'-lectrody- 
namiquc, que par les combinaisons : 



ày' 


"rf: àjr ^ ■*"'• 


dX 


Oj: dy 


d.c' 


dX ,)h 



Dos lors, pour que les propriétés du système soient indépendantes de la 
valeur attribuée à la constante X, il faut et il suflit que ros trois combi- 
naisons soient indépendantes de X. Pour cela, il est nécessaire et suffisant 
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que Von ait^ en tout point du système ^ 
(58) ^ = 0. 

Cette condition équivaut aux suivantes : 

On a, en tout point autour duquel la constitution du système est con- 

tinucy 

,^. d\x d^ dxo 

et, en tout point appartenant à une sur/ace de discontinuité, 

(6o) U, COS(/l,, J?) -h Oi CCS (/11,/) -h »! COS(aI|, z) 

4- u, cos(aij, x) -ho, cos(/î,,7) -+- W, COS(/l„ z):=Oj 

Nous donnerons à des courants qui vérifient ces conditions (Sg) et (60), 
le nom de courants de Maxwell; c'est, en effet, à ces courants que Ton 
doit restreindre la plupart des propositions énoncées par Maxwell et ses 
disciples. 

VIII. — Potentiels. 

Le potentiel électrostatique de l'électrisation et de la polarisation ré- 
pandues sur le système a pour valeur 

(61) ^~\ f\edw-h^ f\EdS 



fveduj -ht fvEdS 



H- - / ( ^^ 3 h l)î> -:: 1- ^ -T- 1 dxs. 






Certaines intégrales s'étendent à tous les éléments de volume dts du 
système, certaines autres à tous les éléments rfS des surfaces de discon- 
tinuité. 

L'expression de ce potentiel peut encore s'écrire 



(62) 






If.lO ['. blHEM. 

("'rst un ll)i*'<n*iiif: liirn connu qufi celte quantité W est essenlielletnent 
ftojfilia', sjiijf dans lr; ras où 1(; svslèine n>sl ni éleclrisé, ni polarisé; elle 
«■si alors •'■fçali: à o. 

On siiil i'*^alirni(fnl t^w. l'on », pour un systcmc immobile quelconque. 



ifii) 



.)\\ 



L»' jmleiilirl iiiUf^iuUiqur: du système a pour expression 

On Kait (jiic fvV/f* fjtiantili: est essentiellrment positive, à moins que le 
syslriiie m- porte aucune ainiatitation, cas auquel elle est cpale à o. On sait 
aussi que l'on a, pour un syslèmc immobile : 



ôt )\<uVt'' ^y'0Ï''^l^^l}''^■ 



\4t' fiofrn/iel é/frtroifyrutiiiir/iie, tant dos flux de conduction que des 
lliix de déplaeenient réparlis sur le système, a pour valeur 

(ti(i) Il -- -', f [Vil I ■<'f-l-\ï."i»-)f/CT, 

- -;,- ^ (V'9 ■i-V'i}-f-'J,"z)</m. 

Ce polenliel peul enc(»re s'écriiv 
l6:ï II - "^ f\v» ' V.-h>J,-..l,/nT. 
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Helmholtz a montré que Ton pouvait écrire 

Cette égalité montre que si la constante X est positwe ou nulle, la 
quantité II est essentiellement négative, à moins que le système ne soit 
le siège d'aucun courant, ni de conduction, ni de déplacement. 

On démontre sans peine que Ton a, pour un système immobile : 

^ ^^ dt 2 J \àt ât àt J 

'^ J l\àl dt ôt ) 

Le potentiel électromagnétique du système a pour expression 

Vv/2 V2 / 
On peut encore le mettre sous la forme 

(71) V= AiaH-âip-htly)^/©. 

Fac. de T.— X. B.3 



IX. 



Lois des courants de conducliu 



Soit p la résistance spécifique d'un conducteur en un point (^-,^',5). 
Soient 6, ï], X, les composantes, au même point, de la force éleclromotricc 
indépendante de la distribution électrique sur le système, des courants qui 
le traversent, de l'aimantation qu'il porte. Si le système est immobile, nous 
aurons 



X. — //0(.9 rfe la polarisation diélcctriqur. 

Nous supposerons que \n fonction de polarisation V(ovS) soit indépendante 
de l'intensité de polarisation on, ot se réduise <) une simple constante F. 
Nous aurons, en un système immobile, 



(73) 









On en déduit les valeurs suivantes pour les composantes du llux de dé- 
placement, en vertu des éffalités (3), 



(7«) 



. ., <) r i)(v+ti) c d»i 
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XI. — Lois de i aimantation. 

Nous supposerons que \di fonction magnétisante f{]k) soit indépen- 
dante de l'intensité d'aimantation \k et se réduise à une simple constante y*. 
Nous aurons alors, en tout point d'un système immobile, 



(73) p = -/(^ + in). 



En vertu des égalités (56), ces équations (55) peuvent encore s'écrire 









' i -\- l\r^f \dx dy ) 

XII. — Sur la valeur de X dans les recherches de Maxwell. 

Maxwell, dans ses divers Mémoires, ne donne jamais l'expression ana- 
lytique explicite des composantes de la force électromotrice d'induction, 

qu'il représente, en général, par — -^, — -^> — —j-* Il assujettit seule- 
ment ces composantes à redonner le résultat connu des physiciens lors- 
qu'on en fait usage pour calculer la force électromotrice totale le long d'un 
circuit fermé. Il est bien évident que cette condition ne suffît pas à déter- 
miner la forme des composantes de la force électromotrice; que si P, Q, R 
est une détermination acceptable de ces composantes, on aura une nou- 
velle détermination également acceptable en prenant le groupe de valeurs 

p_^, Q-^, R-^, 

dx dy^ âz ^ 

W étant une fonction finie, uniforme et continue, mais d*ailleurs quel- 
conque y des coordonnées ^, y, z. 



^ y/utiSi*'S)^ M^tvK'iJ i^-t'iJ cnj ^ju': ViuàHerm'ïniiûon delà fonction ^" 
f$^'ti$tt ^j«i'^(yj/;*f uU: 'rt 'jtj" rv'tt/r fonction n^uît autre choî^ qne la fonc- 
tion j/oi>'rili''l)'' ^-l-"/ tfo^l^tiqu^r? (i e*l difficile de l'expliquer, car il s'est 
loMJour îi l/OMM' ;i hiUtfh^'f ^ell/r identité •;jn» essayer de TétaLlir* * ». Il a. da 
r<'*li', f|/ioduit i j/lu«»i''ijri» repri^r* celte affirmation, comme en témoi- 

V T, dil^il d;in»i v/n M^njoire : O// phvfsical Unes of forces \^ u est 
un'' fonction de /, y, j et / qui e»ît iwU'U^vunw^fi en ce qui concerne la solu- 
lion d'' lii qneiilion ori^'in^'lle, nj;ii*ï qui, d'ailleurs, serait déterminée, dans 
un '';i»» donné, (i;ir le^ rircon*îtances du [>rohlénic. L'interprétation de ^" 
<'*! qu<' c/<'nl l;i Imnion f!b*rlrLr/uff en chaque |>oint de respace. » 

l);inH Hon Vléfuoire : // dynaniiml ihcory of ihe electromagnetic 
Jif'lflf il é/'i'it ccH ligncH: 

" M" étiinl une ronction de ;r, j^, z^ /, cjui est indéterminée en ce qui 
\i*\[,\\ri\i* \i\ holution (\i*n érjualions précéflentes, car les termes qui en dé- 
pendf'Ul diHpîiniiKMr'ut rlariH rinlégration le lonj;; d'un circuit. Néanmoins, 
|jM|uaiililé U'* p(îul élre (\r\rru\'\\u*v dans tous l<?s cas particuliers où nous 
conmiissons I<»h condiliouH spéciales de la rpiestion. L'interprétation phy- 
hi<|ue <le M'' est <|u'il représenle le /;o/e////e/ 6'//?c/r/y«e en chaque point de 
ri'spact». )» 

Puis, d(M]x |)ag<^K |)lus loin, il ajoule : 

« lit» (l(»riuer l(înii<» i'e|)rés<înl(» reiVel du potentiel électrique W. Celui-ci 
u'u pas (r<»ll\»l lorstpril s'agit (hî produire un courant circulant dans un 
circuit formé. Il Indicpie rexislence d(î forces qui sollicitent l'électricité de 
ou vers certains points du (*hani|). )> 

ICniîn, dans son Traitô d'Electricité et de Magnétisme^ Maxwell 
écrit (*) : 

« Les ternies qui conq)rennent la nouvelle quantité Vont été introduits 
pour donner de la généralité aux ex|>ressi()ns P, Q, 11. Us disparaissent 
quand Pintégrale est prise tout le long d'un circuit fermé. La quantité Vest 
donc indéterminée, du moins en ce qui concerne le problème actuel, où 
nous nous proposons d'obtenir la force éleclromotrice totale qui agit le long 



M]lXWKl.l.« Snrnfiftcs pnpcrs, t. I, p. ^Si. 

%U.^ \. \y fs, .S>S. 

'VêtliioOon iVan^aiso, t. Il, p. j-j. 
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CHAPITRE n. 

LES DELX TRIPLET5 DE MAXWELL 



I. — Le premier iriplei. 
Les ériualion* ("^y) peuvenl se mettre sous plusieurs autres formes. Po- 

Z 1= = -7 t T f 

K^ dt ÔJC 

N = ; II. 

Les «-ciualions (76) peuvent s'écrire, en vertu des équations (75) et (79), 

( Ici h' loiim» a ('U'' rloniKM' par Maxwell ('). 



I ' 



; MwNM r.r., thi /ihysirtt/ Unes of forces. I*arl. I. \ii\. (53) ( Maxweii's Papcrs, l. I, 
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Maxwell donne à — X^ — ^j — 3, qu'il désigne par F, G, H, le nom 
de composantes de l'état électrotonique; les quantités L, M, N, qu'il 
désigne par a, p, y, sont pour lui les composantes de la force magné- 
tique; (i H- 4'ï^/)i qu'il désigne par [jl, est la capacité inductive magné- 
tique, ou, selon le mot de W. Thomson, la perméabilité magnétique. 
Maxwell pose, en outre, 

/ a=:(n-47r/)L, 
(8i) ^ = (1 + 47:/)^, 

( c = (i4-47r/)N, 

et il donne k a, b^ c le nom de composantes de l'induction magnétique. 
Si Ton différentie les équations (76) par rapport à / et que l'on compare 
les résultats obtenus aux équations (73), on obtient le groupe d'équations 
que voici : 

^^''^ ly/^ / dt-ôz^v) dx\¥ 

C^ i-h47r/ ày — JL f^^\ — ^ f^\ 
y/â / ât-ôAv) âf\Vr 

Sous cette forme, ces équations ont été données par Helmholtz (* ). 

Les équations (80), différentiées par rapport à ^, et comparées, soit aux 
équations (77), soit aux équations (78), donnent les deux groupes d'équa- 
tions 



Jî_ . , .. c^N ()Y â\ 

\ V2 



(1 H- 471/) -YT = T- r- » 

^ -^ ' dt dx ÔY 



p. 475); -<4 dynamical theory of the electromagnetic field. Équations B {MaxwelTs 
Papers, t. I, p. 556); Traité d'Électricité et de Magnétisme^ t. H, p. 268 et 290 de la 
Traduction française. 

(*) Helmholtz, Ueber die Bewegungsgleichungen der Electricitàt fiir ruhende lei- 
tende Kôrper, Équations (21). {Helmholtz Abhandlungen, t. I, p. 624.) 
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3 . , ^ âL d% à:r 

. ^ . . .. (M àX d^ 



-£» . , ^ Ol^ OJû C/-7 



-p ( 1 + 4 Tt/) -j- = -; ï- ' 

J2 ■' dl dz dx 

Lorsqu'on fait riiypothose 

([lie nous savons elrc inadmissible, mais qui a été acceptée jusqu'ici, ces 
deux groupes deviennent identiques. Ils constituent alors un des deux Iri- 
plets sur lesquels Ileaviside (*), Hertz (^) et Cohn (') font reposer rKlcc- 
trodynamique. 

II. — Le deuxième triplet. 

Des deux dernières équations (5()), jointes aux deux dernières équti- 
tions (79), on déduit sans peine la relation 

ôy ôz " ÔY^ ôz^ duôy d^rôz "^ \dy dzj 
relation que Ton peut écrire sous la forme de la première des égalités 



dy dz \ôy ôz J ôx\ô^i- ôy ôz) 

,^., ]ôL ôy , (ôoL ô'/\ .^ ô fôI ÔV ô3\ 



ÔM ÔL 



_àL __, fô^_ôx\ A^^__±(àl_ ^ Ô3\ 
ôjo ôy ' \ôx ôy) " ôz \ô.v ôy ôz) 

Or, les égalités (54)? (ï?)? ('O) ^^ (^t) donnent, en vertu dos égalités 



(>) Heaviside, On electromagnetic wa^ves, especially in relation to the vorticity of 
the impressed forces ; and the forced vibrations of electromagnetic Systems. Lq. (3). 
{Philosophical Magazine ^ :>• série, l. XXV, p. i3o; i8S«.) 

(*) H. Hkrtz, Ueber die Grundgleichungen der Electrodynamik fur ruhende leitende 
Korper. Ltjualions {6 a). {Wiedemann*s Anna/en, l. XL, p. 577; 1890.) 

(•*) CoiiN, Zur Systematik der Electricitutslehre, Kqualions (2). (IViedemann's 
Annalen^ t. XL, p. 626; 1890.) 



SUR LA PROPAGATION DES ACTIONS ÉLECTRODYNAMIQUES. B.25 

(52) et (53), 

(86) {A9 = (._X)|^_4.»-.4.(^^-g). 

tandis que les égalités (54), (i8), (20) et (22) donnent, en vertu de l'éga- 
lité (53), 

Les égalités (85), (86), (87) donnent le groupe de relations 

dy Oz ~~ ' ôxôt^ 

(88) {- ^— _4;:o4__^ — 

ôz ùx Oyôt 

ôx ôy ôz ôt 

Ces équations (88) peuvent encore se mettre sous une autre forme. 

En vertu des équations (Sa), (72), (74)» (77) et (78), elles peuvent 



s'écrire 



"Oxôt ^7, Ot pv/^ ^^^•"^^^' 

(89) ^-^ " -^^ ' oyot^ -^ Tt - -^^'^ -^-^^^ 

ô^Xi 47:CF ÔL 4::^ .. ^. 

Si, dans ces équations, on fait l'hypothèse, d'ailleurs inacceptable, 
51 = (C, et si l'on suppose le milieu dénué de conductibilité, ce qui revient à 
faire p = ao, on retrouve un groupe d'équations données par Helmholtz ( ' ). 



<)N 


ÔM 


<)y 


dz 


dL 


<^N 


dz 


dx 


àW 


dL 


dx 


àv 



(1) Helmholtz, loc. cit. Équations (21^,) {Helmholtz Abhandlungen, t. 1, p. 625). 
FacdeT-X, B./f 
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III. — Forme de ce triplel adoptée par Maxwell. 



Considérons des courants de Maxwell caractérisés par les égalités (59) 
et (^Go). Pour de tels courants, on a identiquement 






en sorte que les équations (89) deviennent 



kn\Oy dzj y^ àt ^ p^Z^ 'y 

Ces équations peuvent encore s'écrire, en vertu des égalités (Sa), (72), 

(7i), (77) et (78), 

-] r- — — 4îr"» 

1.' 

O^v a y 

Les équations (90) et (91) sont donc exactes toutes les fois que les cou- 
rants considérés sont des courants de \Ia\\vt*ll. 

Inversement, si ces équations sont exactes, les courants sont des courants 
de Maxwell. 

En elTet, considérons, en premier lieu, un point autour duquel la consti- 
tution du système varie d'une manière continue. Dilîérentions la première 
des égalités (91) par rapport à .r. la seconde par rapport a y^ la troisième 
par rapport à z et ajoutons menibn? à membre les résultats obtenus. Nous 
trouvons l'égalité 

. ^ ^ ()n ()v t)m 

(59) -r- —- — O. 

-^ Ol' Oy ()z 

Considérons, en second lieu, une surface de discontinuité séparant deux 
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régions, 1 et 2, du système. Si les équations (91) sont vérifiées en chacune 
des régions 1 et 2, on aura 

= — 4n[u, cos(rti, a;) + o,cos(/ii, 7) H- w, cos(/i,, s) 
-l-UjCOs(/i,, x) + o,cos(/i„ y) -¥ i»tCOs(/ij, s)]. 

En vertu des égalités (79), cette égalité peut s'écrire 
^^'^ l ô-y dh J^^s^""-) 

= 47r["iCOs(/ii, ^) -HO, cos(/i,, v) -h a),cos(wi, z) 
-h n,cos(/ii, ^) -h Ojcos(wi, 7) 4- u)2C0s(/ij, ^)]. 

Les égalités (55) donnent 

En vertu des égalités (47) cette égalité devient la première des deux 
égalités 

"V^ = L71 (^ -^ ^) -^ -s/1 (é ^ 5S) J ^«^(«•^'^' 



<>3 






La seconde s'établit d'une manière analogue. 

Ces deux égalités fournissent la première des égalités 

-^ cos(/i„5) — — cos(w„7) = o, 

(98) { ~ cos{ni, x) ^ — — cos(/ei, -)— -0, 

j^ cos(/i,,7)— ' ' -^ cos(/it, u') = o. 

Les deux dernières s'établissent d'une manière analogue. 
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Les égalités (92) el (93) cnlraîncnl l'égalité 

(60) UiCos(/ï,, jc) -h Oicos(/i,, y) -h w,cos(/ï,, z) 

u,cos(wj, .r)--h OjCOS (/!,, y) -h u),cos(/ïj, 5) = o. 



Ainsi, pour que les équations (90) ou (91) soient applicables à un sys- 
tème de courants, il faut et il suffît que ce soient des courants de Max- 
well. 

Maxwell (*) a obtenu les équations (91), ou plutôt celles que Ton en 
déduirait en faisant l'iiypothèse inadmissible JJt = dC, par un raisonnement 
qui suppose évidemment que Ton a affaire a des courants uniformes; il a 
fait remarquer, d'ailleurs, que ces équations (91) enlrîiînaient l'uniformité 
des flux électriques. Ilcaviside (^), II. Hertz (^) et Cohn (*) ont adopté 
sans démonstration, le premier les équations (91), les deux derniers les 
équations (90). Ilelmholtz (*), qui avait donné la forme générale du tri- 
plet que nous avons indiquée au paragraphe précédent, a adopté, dans un 
de ses derniers Mémoires, la forme (91). 

Ileaviside, Hertz et Cohn ont proposé d'accepter sans démonstration les 
deux triplets (8'i) [ou (8V)1 et (90) [ou (91)) et de les considérer comme 
les hypothèses fondamentales sur les(juelles repose toute l'Electrodyna- 
mique. On reconnaîtra, sans peine, à quel point cette idée est dangereuse si 
l'on observe que le triplet (90) [ou (91)] n'est vrai que moyennant la restric- 
tion suivante : tous les courants sont des courants de Maxwell^ tandis que 
Ton ne peut rendre compte de certains phénomènes, sans rejeter cette res- 
triction, comme nous le verrons plus loin. 



( '; .Mawvkix, On Faratlay's Unes of force. (Maxwrirs Pjumm»*. I. I, p. H)4). — Onphy- 
slcnt Unes (tf forces ( Mawvcll's Papors, t. I, p. \i\'i). — A dynamical theory of the 
etectromaffnctic ficttt i Mawvrll's Tapors, l. I, p. 05/). — Traité d' Electricité et de Ma- 
gnétisme, l. II, p. 28 > do la tradiiotioii française. 

(*) IIkwimdi:, /oc. cit, Kqiiatioii (a), p. l'jo. 

(•») H. IIhht'/., toc. cit. Ivpialion»^ (Of/), j). 58S. 

(*) CoiiN, toc, cit. Equations (3), p. iS}}\. 

('') IIkl.mii()LTZ, Das Princip der klcinsten Wirkunff in dcr Electrodynamik. 
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CHAPITRE III. 

L'ÉNERGIE INTERNE. 



I. — L énergie interne du système électromagnétique le plus général. 

Lorsqu'il n'y a, dans un système, ni flux de conduction, ni flux de dépla- 
cement, l'énergie interne U est donnée par l'égalité 

Dans cette formule, Y présente l'énergie interne qu'aurait le système, si 
l'on supposait qu'il fût dépourvu d'électrisation, d'aimantation et de po- 
larisation; 

est une quantité qui dépend de la nature du système au voisinage du 
point où se trouve la charge q ; 

^(ail/, T) est une fonction liée à F(ail/, T) par l'égalité 

f((^, T) est une fonction liéie à /([J^, T) par l'égalité 

Enfin, le signe V indique une sommation qui s'étend à toutes les charges 

électriques répandues sur le système. 

Dans le cas où le système renferme des flux de conduction ou de dépla- 
cement, nous ajouterons, au second membre de l'égalité (94)? ^^ termcJ^U', 
dont nous allons déterminer la valeur. 
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Nous nous appuierons, pour cela, sur Thypothèse qui nous a toujours 
servi dans des cas analogues. 
Soient 

(î)7) \ Kr= -'^ -^f). 



[E,= %^ 






les composantes de la force électromotrice totale en un point (x, ^, r). 
Soit rfQ la quantité de chaleur dégagée par le système pendant le temps 
(II, On a 

di^ étant donné, dans h*, cas où les corps magnétiques et diélectriques 
sont parfaitement doux et oit la température T est invariable en chaque 
point y par l'égalité 

(99) Er/Q'=^^-y'ï-^[./(.m,T) + f(p/r)l./m. 

Supposons le système immobile. Les égalités (o'i), (î);)? (9^)5 (99 )« 
jointes aux renseignements que Tétude du galvanisme fournit au sujet des 
forces électromotrices 0, yj, C? nous donnent l'égalité suivante : 



(100) 



J ( Ôt "^^1. Or i)J 



/ 



Ôt 









ôi 



ô.r Ot ÔY ai ôz Oi 



Oy Ot 

(tm 



V)_ OZ^ 
Ot 



dm 



" K/2J \0t''^ Ot '' 



0.^ \ , 

-■ KV am. 
Ot I 



Mais l'égalité ((f)) permet d'écrin» 



r{Oi(:^T^) \'0(\ -hV) ou OiV f-V)/)ii!. 0(\ t - V) 
J ) "Ot" ^'^l'Oi~ Ot '^ Ov " ~Ôf ' Jz~~ 



OZ 
Ot 



dm 



I 



-\ 



-H 



-l. ,)(V4-V) 


Oa. 


F^.Vl") ■*■' ///•"' 


Ot 


m> _^ Oi \ -'- V)" 


Oi 


' Z 0\ rV)] 

lF(;>H) ^" Oz 


oz 

Ot 



arrr. 
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Les égalités (73), où Ton remplace F par F(ail/), transforment cette éga- 
lité en la suivante : 

(lOl) I -r -h£ — r -r 1 j > :" H ^ -rr- am 

~~ '^J \'àï Ot '^ dt ôt '^ Ol dt ) 

De même, l'égalité (96) permet d'écrire 

J l ôt '^ ôx ôt'^ dy ôt^ dz dt J 
— C\ r « 5?ll5^ 

U(F) ày\dt 



[ftr)^t]TtV-' 

Les égalités (76), où l'on remplace / par /((x), transformenl celle éga- 
ille en la suivanle : 

^"''^ J y-^-^dxTt^d^l^^Tzdlj'^'' 

Les égalités (loo), (loi), (102) donnent l'égalité 
. ov ^àlV 3 r/dl dV d3 \ , 

dt ^.yj \di dt dt ) 

C rfdl dXi , d^ \ . 
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Les égalités (54), (67) el (G9) donnent sans peine Fégalité 
\ '. -"* i' '^^ ^^ '^^ i i 

= V -n /(t>**-i-<>r-!-C «■)<'«!» 

-*--T-^J(^'?-i-ç;-^57.><'«!» 

Les égalités (io3) et (io4), jointes à ridenlité 

que l'on obtient en remplaçant a, p, ypar 't,' ^'~^,' dans les égalités (70) 
et (71), donnent 
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De celle égalité, on déduit sans peine 



-^t r ,. 



(io6) EU'= V f yVtt-^M'i ---^M 



)chs 



3C r - 

Les égalités (9i) et (io6) déterminent la forme de Ténerj^ie interne du 
système électrodynamique le plus général. Le terme EU' est égal, au signe 
près, au potentiel électrodynamique n défini par l'égalité ((>7). Le poten- 
tiel électromagnétique n'y figure pas. 

II. — Comment Maxwell détermine l'énergie interne d'un système 

électrom agn étiq ne . 

L'interprétation mécanique que Maxwell a tenté de donner des [)hén<)- 
mènes électriques le conduisait à adopter une forme spéciale pour Ténergie 
interne d'un système électromagnétique ( * ). 

Cette énergie est la somme de deux termes : Vénergie potentielle et 
Yénergie cinétique. 

\jG premier terme est représenté par une intégrale triple étendue au 

volume entier du système. Le terme sous le signe / est proporlionnel à 
(X* -h Y* H- Z*), ou, si Ton préfère, à DlL*. 

Le second terme est représenté, lui aussi, par une intégrale triple étendue 

au volume entier du système. La quantité sous le signe / est proportion- 
nelle à (L* -h M^ -+- N*), ou, si Ton préfère, à [jl^. 

Dans le Mémoire qu'il a publié ultérieurement, el dans son Traité, 
Maxwell cherche à retrouver, en s'appuyant sur les lois fondanienlales de 
TElectrostatique et de rLleclromagnétisme, une forme analogue pour 
Ténergie interne. Il parvient, en effet, à la forme suivante : 

(107) EU:=Er-h- r(XX-hiii>Y-4-CZ)^GT 

^ Ai -^ Att/) (L*4- \P-^ N»)t/GT. 



(*) Maxwell, On physical Unes of force { Maxwell' s pape rs, t. I, p. 460). 

Fac. de r. — X B.5 
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« La seconde inlégnile, dit Maxwell (*), dépend de raimantation du 
champ et s'explique, dans notre théorie, par les mouvements actuels de 
toute espèce donl le champ est le siège. La première intégrale dépend de la 
polarisation du champ et s'explicpie par les déformations de tout genre 
dont le champ est le siège. » 

Pour parvenir à celte formule (107), si intimement liée à quelques-unes 
de ses idées les plus (essentielles, Maxwell n'hésite pas à accumuler de 
graves paralogismes. 

Maxwell considère d'abord un système dépourvu de tout flux de conduc- 
tion ou de déplacement. Laissant de coté les termes 

qu'une foule de pliénomènos nous obligent à introduire, mais qui ne sont 
jamais entrés en ligne de compte dans ses théories, il sl* borne à introduire 
le poif'nfiri clrrlros(atiqur v{ le potrntiri ma <j^ né il que dans Texpression de 
Ténergie interne. 

empruntons la détermination de la première partie soit au Mémoire : 
On physical linrs 0/ /orrf% soit au Mémoin» : . / dynamical iheory of the 
clec(roma*:nc(ic Jicift. Le raisonn(»m(M)l suivi dans le Traid^y bien cjue 
peu dilTérent, se réfère à une théorie des corps diélectri(pies autre que la 
théorie de la [)olarisation. (^uant à la seconde partie, nous suivrons le 
mode de détermination indicpié dans le Traité, 

Conformément à une erreur de princij)e qui vicie toutes ses théories, 
ainsi ipie nous Tavons fait remanpier ailleurs (^), Maxwell commence 
par faire abstraction de toute électrisation ré(»ll(» et par réduire le potentiel 
éleclrostali<iue au potentiel d(» la polarisation diélectricjue sur elle-même, 
potentiel ([u'il écrit, avrc une fautt* dr si^nr ( '), 



-\.({ 



A' -T h ni» -z h w -,-- ) f^^* 

ôv ôy uzj 



(*) .MwwKLL, Papas, t. I, p. 5G'2. 

(*) (Quelques remarques au sujet de rèlectrndynaniique des corps diélectriques, 
proposée par J . Clerk Afaxwe// ( i* Conjurés srifniiliqtie des catholiques. Bruxelles; 1894)* 
( ') Maxwell, Papers, t. I, p. icp, égaliir (104 ) oi p. 5(V3. n** 572. 
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Quant au potentiel magnétique, il lui conserve la forme 



I Cl d^ ^ ù^ di>\. 



Maxwell passe ensuite au cas où le système renferme des flux de conduc- 
tion et de déplacement; il commence par supprimer le potentiel magné- 
tique; « cette partie de Ténergie, dit-il, sera comprise dans l'énergie ciné- 
tique sous la forme que nous allons lui donner » ; en fait, le potentiel 
magnétique constitue Tune des pierres d'achoppement auquel vient se 
heurter la théorie qui regarde les aimants comme des systèmes de courants 
particulaires et l'énergie électrodynamique comme de l'énergie ciné- 
tique; de là l'omission, par Maxwell, de ce terme embarrassant, omission 
que ne justifient nullement les vagues digressions du n® 637 du Traité, 

Sans prévenir de ce changement, Maxwell raisonne, à partir du n** 638, 
comme si le terme électrostatique de EU avait pour expression 

( âXS € (^3\ ^1 , 

\ dz y/2 àt ) \ 

— - r(X<^-i-Yiil»-i-Z3)c?GJ. 

Aucun raisonnement ne justifie l'introduction, sous le signe / des 
termes 

—rz. o\> —r- > -7= u«> -77 y -7= ^ -77 • 

\Jl àt y/2 dt y/2 ôt 

Quant à l'énergie électrocinétique, Maxwell raisonne, à partir du n" 63î, 
comme si elle avait pour expression 

(109) T= - I {In-\-V^-h3w)dw. 

Les égalités (52), (54), (66) et (70) montrent que (— T)est égal au 
potentiel électrodynamique augmenté de la moitié du potentiel électro- 
magnétique. Pour justifier cette détermination de T, Maxwell renvoie au 
n® 578 de son Traité; dans ce dernier numéro, il a simplement prouvé 
que, dans un système dépourvu de magnétisme, T était égal au potentiel 
électrodynamique changé de signe. 
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V*yir lrdii>fonDer rêgalilé 1109», Maxwell fail u>age dos êgalilês ^ 91 V 
l-^^Y'^^^'*- n^ sont point exactes, nous le savons, à moins que Ton ait 

dm 

c'e*l-â-dîre que les courants soient des couranis d^ MarwelL 
Admettons cette restriction, 
l/êiralit^ « io«"j I deviendra alors 

T I r\ os JM . _ 

110 T = — r— Il — ï-i 

àL 'J\ . 

m -M 

Transformons cetle exprf?^sion au m^'^yen d'intégrations par parties. 
Nous aurons 

OZ 0.r 






»:•- . 



— I-i ^ *^ Oô> w.. ;• — 9 cos «•. : ] 
-M ^Jk^i> n., r _3o4^< n.. X " 

- M. .rov'> »i». r — 3oo> n.. JT 'î 

■ *■ • - . - 



, • 



-- N. lï co> ^4., .r — I Ci»> 'i.. 1 ' ./S, 



la sivouilo inlocrali* s'oloniîant à tontes ]i-> s;:rfaces do disoonlinuitê du 
>vslômo. 

Mais, on xoTt:: lî^-^s ocaîîîo> -i, , « 5.^ . ■ j> ri ^> , or. a 



.- .-. 



I - I -- - : ..> , 






^ -M 



/î- 



"v'> ':,'», 
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en sorte que Tégalité (m) devient simplement 






ou bien, en vertu des égalités (80), 

(112) Tz=gî- r(i4-47r/)(L*H-M»-4-N«)cfcT. 

Les égalités (108) et (i 12) donnent l'égalité (107) que Maxwell voulait 
obtenir. 

III. — Le théorème de Poynling. 
Considérons l'intégrale 
(ii3) J=: - r(X<JU-4-Yii!>4-Za)c?cj 

étendue à un espace limité quelconque, et convenons de la nommer Vénergie 
électrique contenue dans cet espace; ce mot ne sera, pour nous, qu'une 
simple notation, car ce que nous venons de dire nous a surabondamment 
prouvé que ce terme n'avait aucune analogie avec l'énergie interne, et que 
le raisonnement par lequel Maxwell a établi un lien entre ces deux quan- 
tités était fautif en plusieurs points. 

Les égalités (78) et (77) permettent d'écrire l'égalité (ii3) sous la 
forme 

^ 2 J F 



(ha 



g^y(i-+.47r/)(L«-+-M'+N«)c/ci, 



qui, différentiée par rapport à /, donne 



dt 



""j Vf^"^f ^■*' FV 
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Moyennant les égalités (73), (77) et (83), cette égalité peut s'écrire 

(1.4) ^^=^y'(X9 + Y+-^Zx)rftiT 

^ à m - ^) ■-- (S - S) » * (§ - f ) "] -• 

Imaginons maintenant que Vespace considère ne renferme pas de 
corps conducteur. Nous aurons, en toul point de cet espace, 

(le sorte (|ue les égalités (88) deviondronl 

€ ___ j^ /cAI _ âL\ i_ jni 
^2 ^r,\d^r ôy ) !\r. dzài 

Moyennant ces égalités, l'égalité (i i4) devient 
Mais des intégrations par parties donnent 

= /[(r;-S)'-*(^?-£)»-G^-f)N]* 

I I L, [Z,cos (/i„ y) — Yicos («,, c)] 

-4- Lj[Z,cos(//j, y) — Y,cos(/*„ z)] -h. . .|é/S 
/ I L [Z cos(/j/, 7) — Y 00s (/J|, 3)] -+-. . . w/2. 
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Dans la deuxième intégrale du second membre, dS est l'aire d'un élé- 
ment découpé sur Tune des surfaces de discontinuité contenues dans 
l'espace considéré; le signe -f-. . . remplace quatre termes qui se déduisent 
par permutation tournante des deux termes explicitement écrits. Dans la 
troisième intégrale du second membre, dit est l'aire de l'un des éléments 
découpés sur la surface qui limite le système; /i/ est la demi-normale 
dirigée vers l'intérieur du système; le signe -f-... remplace deux termes 
qui se déduisent par permutation tournante du terme explicitement écrit. 

On aura donc 

-hj L,[Z,cos(/i,,7) — yiCos(/it,5)] 

-^ L,[Z,cos(/i„ 7) — Y, cos (/!„:;)] H- . . AdS 
-h / I L [Z ces (riij y) — Y cos (/i/, 3)]4-. • . c?2. 

M. Poynting ( * ) a donné une égalité qui se déduit de celle-là par suppres- 
lion des deux premiers termes du second membre. 

Le premier terme a disparu de Tégalité proposée par M. Poynting parce 
que ce physicien a fait usage, dans sa démonstration, du deuxième triplet 
de Maxwell, ce qui suppose implicitement que tous les courants sont des 
courants de Maxwell^ c'est-à-dire que 

on 

ât 

dans tout l'espace. Quantau second terme, M. Poynting ne l'a pas écrit faute 
d'avoir remarqué que les quantités L, M, N, X, Y, Z peuvent être discon- 
tinues le long de certaines surfaces. Ce terme disparaîtrait si, pour les deux 
diélectriques limitrophes, on avait/, =/2- 

Dans ce cas, en elTet, les égalités (^oo bis) et (201 bis)^ que nous trou- 
verons plus loin, donneraient 



(') PoTNTiNG, On the transfer of energy in the electromagnetic field (Philosophical 
Transactions^ l. CLXXV, a* partie, p. 343; i884). 



B.4o p. DUIIEM. 

ri Ton a, (railleurs, en toutes circonstances, 

\.^ — A.J 1 I ^— 1 f Aj — £â* 



COS(/li,X} COà(/li,J^) eus (/11, -s) 



M. Poynting écrit, sous la forme suivante, la formule qu'il a proposée : 

(,,8) ;^'=-_v4 f[ (MZ-NY)cos(/i,-,x) 

-^(NX — LZ )cos(/i/,y) 
H-(LY - MX)cos(w/,5)]crS. 

Il énonce cette éj,^alité de la manière suivante : 

F^a variation de la quantité (V énergie que renferme un volume donné 
rempli par des corps diélectriques s^ exprime de la même manière que 
si l^ énergie était un fluide dont le flux^ en chaque points aurait pour 
composantes 

Al1.(MZ-NV), 



l^^z^ 
47rC 



(N\-LZ), 



J^ (LY-MX). 
47rC 

(-le théorème a suscité une doctrine philosopluco-scientiiîciue nouvelle, la 
doctrine du transport de l'énergie^ qui prétend traiter la Physique en se 
passant de Texistence du corps. Nous ne voulons i)as discuter ici cette doc- 
trine; nous nous contenterons de souligner le caractère douteux de la pro- 
position (pii hii a donné naissance. 



»••*« 
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CHAPITRE IV. 



STABILITÉ DE L'ÉQUILIBRE ÉLECTHIQLE KT M/XOMiTIQUI*: 

SUB UN SYSTÈME IMMOBILE. 



Considérons des corps conducteurs, diélectriques ou magnétiques, qui ne 
sont animés d'aucun mouvement. Imaginons que, sur ces corps, les lois 
représentées par les égalités (73) et (75) soient applicables; ce qui 
revient à dire que ces corps sont parfaitement doux tant au point de vue 
diélectrique qu'au point de vue magnétique. 

Supposons, en outre, que Ton ait, en tout point, * 

I/équilibre électrique et magnétique pourra alors s'élablir sur ce sys- 
tème. 

Pour traiter la question avec une entière généralité, nous supposerons 
le système fonné de deux parties : Tune i, dépourvue de conductibilité, 
tandis que Tautre 2 est conductrice. Ces deux parties sont d'ailleurs sup- 
posées diélectriques et magnétiques. 

On a alors, en tout point de la partie 1 , 

ce qui entraîne nécessairement, à tout instant, 

(120) • //, LU i», := iï'i =z o, 

(121) e = ei = consl. 

Supposons qu'à l'instant l = l'équilibre soit établi sur le système. 

En chaque point du corps i, la densité électrique a la valeur t',; en 
chaque point du corps 2, la densité électrique a la valeur o ; (»n chacpie 
point appartenant à une surface de discontinuité, la densité électrique 
superficielle a la valeur Eo; V^ est la fonction potentielle de cette distri- 
bution. 

En chaque point du corps i, la polarisation a pour composantes 

(--^•1)0» (^*i»i)o» (^i)u- 
Fac. de T. — X. B.G 
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Kn cha(|iio point du corps 2, la polarisation osl nulle; U„ est la fonction 
polonlicllt? crunc telle distribution. 
Kn cha(|ne point du corps î, on a 

tandis quVn cluupie point du corps 2, on a 

Or- - ■ ^- "' 

( I «.1 ) ' - , -~- «. 

Il y 

ô ( V„ 4- \\, ) 
Enfîn, à Tinstant / = - o, on a, en tout point du système. 



//-:<), i* -." 0, il" - - O 



> 



9 — O, «i =1 O, y -_ o, 

Nous allons démontrer (juc rrt équi/ihn* rsi stahir sous 1rs conditions 
suivantes : 

i" La constante X n^rst pas nrgaiiK'c 

2** I^r corjjfirirnt dr polarisation V nrst ncf^atif pour aucun corps 

i" Le coefficient d'aimantation f n'est négatif pour aucun corps 
(i'.ir,) />o. 

Nous obtiendrons ainsi Tentière généralisation d'un beau tbéorème 
de Ilrlmlioltz (* ). 



(•) II. IIklmiioltz, Uehcr die licwcf^unf^sf^leichungeii f/rs li!lektricit<it fur ruhrnt/r 
h'ittfntle A'ô/y/É»/' HIklmiioltz, Wissenschaftliche Abhandlungen, t. ï). 



Jl./jl V. DniF.M. 

Soil V la foiirtion |H)l(*îilicllo rlrclr()st.Tli(|U(» (h* la distribiilicui 

r, • <», sur I(* corps i, 

(' f'j, sur h' rorps a, 
K --: K', sur les surfacos clo (lisrorilinuilô. 

Soit, (lo mrino, V la r()iictir)ri ()ol(*nti(*ll(' (ri(''l(*ctri(|ue de la polarisation 

-l. - fl.', , \\\y :. \il/, , C " ^',, sur 1(» rorps i, 
-A. : -Ij, il!. - : uî»2, 3 - C,, sur lo cori^s ;i. 

Nous aurons i(l<MUi(|u<Mn('nt, eu loul point du sysl('rnr, 

( V-V,-rV\ 

Cos éjiaJilés (ï.'io), joinh^s aux é};alilrs(i ?.,'{), nionlrmt qu'rn loul point 
(lu cor|)s '2 on a 

f>(V-htM __ f>(V'-^tv) 

O.v <).r 

() y a y 

\ t)z ôz 

Moyoïnianl ces rj^alitrs (i3i), l(»s rj^Mlités (72), où Ton doil faire 



— 0, Yi To, Ç - «), 



rlevieniKMil 



Sj// 






' i)y , .> f^/ 



r;(V'-HV') ^ 03 

Ci^iVi - — £ - --. , , • 

' ■ ^ t)z ^ '., <>/ 

Multiplions n'S[K»ctiveuieiit les doux nicMiibrcs d(» chacune ih' ces écpia- 
lions par //._. ^/tn^, k\,(/gj.,, KV^f/uj^'t ajoutons nuMnhn» à UH^uhre les résul 
lais ohlrniis ri inlc^rons |)our louli» la réji^ion do Ti^spaco à la<|uello s'ap- 
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■'•jralili's ('122 I, tMi U'iiatit compte dos (■galités (i3o), on Iroiiv*; 

c; ,)(V'-Hti'i « t)3 



r- 



\h- (■<•<, i-(,'iilil(''s, on déduit sans peine; la nouvelle égalit»'- 

' ' 1- II!., - - ' -I- S. - ' 

' (>/ ' 1)1 ._ 

— ■ — ■ rfrît, 

\.l Ui''^'- .H "-^'^ ,H -'•')'''"- 

où les iiitégraliotis s'élendeill à tonte la ré{,'ioii de l'espatc r|iic désif^iH" 
rindie.M. 
Prisons 



.■m; 



Ajoutons nieinliiT à rneniln-e les éfïalilés (lia), (liVÎ). {i3'|), en oliser- 
\aiit ipie l'on a, en tout point de la région 1, 

e1 en tenant eonijile des étralités ( 5'i l et (*'k)V \nns Iniuvons réf;alilé 

/■rJcv'nM ,)(V'-,-«'i ,)iV'-r) i 

' ./ [ ,)., "■' ,>y '■•' ./.- ■ "'I*' 
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les iiilégrales qui ne porlenl pas clMiidice s'élendanl ii tout l'espace. 
Considérons la distribution électrique suivante : 

I '* Sur le corps i 
2" Sur le corps 2 
3" Sur les surfaces de discontinuité 

EznE'. 

Soit W' le potentiel électrostatique de cette distribution (i^i7). 
Il est aisé de voir que Ton a 

e I 3 Ui H r- C, -h T- »»i ^/cT, 



(137) 



()t 



/Td(V' + ti') ()i\"+V') . (h\" + V') -\ , 

\—di— ^ ^ -^y— ^ •*■ —ôr- ■/- J ''''• 



en sorte que régalitc (i3G) devient 

(i38) / Pi(«î-1- *'î + <''î)«fei 



ôt 









/a C \ô\\ , 

Les quantités a, p, y vérifient, en tous les points du système, les égalitét» 



(7^) 



7 


ôx 


-c. 




ày 


-m. 


y 
f 




-VI. 
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Mulli[)lioiis rospecliveineiit ces t>«|ualion< par olc/gj, 'pdm. ^'c/gj: ajou- 
tons luenihrc à membre les équations obtenues et intégrons pour loul 
l'espace «'U posant 

et en tenant compte (le réjralité (65 ). Nous trouvons l'égalité suivante : 

' fft J >/ ai J ^ ôt Oi i)t } 

La comparaison des éjralités ( 70 ) et ('71 ) donne l'identité 



Ot Ot ! 



\ V J \i' ) *^' 

- ( ,1 •- ;i ^] T. J *• 

Kn vertu de cette identité, les éjcalités ( i i8) et ('i3<>) donnent Tégalité 



t. ■* 



Ot\j^ 2V, ' J^2h. J '2/ J 

Multiplions par <// les deux membres de cette équation (i4o) et inté- 
f,Mons par rapport à / depuis l'instant /« jusqu'à un instant quelconque /, 
|Kisléricnr à /„. \nns obtenons l'égalité 



*■ f '-2 



w -y II... 
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On peut toujours prendre les perturbations initiales (128) assez voi- 
sines de zéro pour que le second membre de l'égalilc (i4 soit inférieur à 
une quantité positive quelconque donnée d'avance. Si l'on admet les 
restrictions (î24), ('^S) et (126), on est assuré qu'aucun des termes du 
premier membre ne peut être négatif. On voit donc que Ton peut prendre 
les perturbations initiales (128) assez petites pour que chacun des termes 
qui figurent au premier membre de Tégalité (i4i) demeure, quel que soit /, 
inférieur à une quantité positive donnée d'avance, si petite soit-elle. Il 
faut et il suffît pour cela que chacune des quantités ( 1 29) demeure, quel que 
soit /, inférieur en valeur absolue à une quantité positive quelconque 
donnée d'avance. 

La stabilité de l'équilibre électrique sur un système immobile est 
donc assurée. 

Nous CONVIENDRONS, DÉSORMAIS, DE NE JAMAIS ATTRIBUER AUX QUANTITÉS X, F, /, 

DE VALEURS NÉGATIVES, de telle sortc que l'équilibre d'un système immobile 
soit assurément stable. 



Fac. de T. — X. lî.7 
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CHAPITRE V. 

PROPAGATION D l NK PHRTl RBATIO> ELECTRIOIE DANS IN MILIEU CONTINU 



I. — Équations gênrralrs. 

Considt>roiis un milieu homogène; les quanlités p, F, f^ au lieu d'y être 
des fondions dex,^', j, y sont de simples conslanles. Supposons, en outre, 
qu*en tout point de ce milieu on ait 

En vertu des êgalilés • 17), les égalités { 72 ) permettent d'écrire, en tout 
point d'un tel milieu, 

i)t ôt 5 y Or ^ , Ot J 

Ave — I — /^ — — :zi -1- £ = -r: • 

Oz dt s [ Oz ^ , i)t J 

De même, les égalités (19) et (74 ) donnent les égalités 



Af — M — A ) - — - = 1 r F ^ f r -T- h 

Ocôt ôt [ Ô.V \ i ^^ \ 

^ I il ) / A^i — i I — /. -; — r =: I r F - • r = -T- I • 

"' ■ • ÔYÔt Ot I ÔY \ 2 <^' J 

DiUérenlions la première des égalités (i 43) par rapport à a*, la deuxième 
par rapport à y^ la troisième par rapport à j et ajoutons membre à membre 
h'S résultats obtenus. Nous trouvons Tégalité suivante : 

., . ,0-0 Ox /M* ' K . '^^\ 

/,',,. A - I - / ) A ( - 

Or Ov Oz I Ot 

♦ ~- V \ iï 1 ~ vl OX 01) 0^ I 

0.7 Ot ^ Or Ov Oz ' 

\ - 
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Diffcrcntions de mcme la première égalité (i44) par rapport à x, la 
deuxième par rapport ky^ la troisième par rapporta jet ajoutons membre 
à membre les résultats obtenus. Nous trouvons l'égalité 

ut ./.j ut- \().r Ov ôz ! 

Multiplions les deux membres de Tégali té (145) par — j les deux membres 
de régalité ( 1 4(>) par -y=» et ajoutons membre à membre les résultats obtenus 

y 3 

en tenant compte des égalités (22), (53) et (54). Nous trouvons 

2 Ot \d.r Or ôz 
•2 Ol^\au' Or OZ 

Mais les égalités (54), jointes aux égalités (ï8), (20) et (22), donnent 
l'égalité 

' C^vT OV OZ Ot 

Moyennant cette égalité (148), Téquation (147) devient 

(i4q) A-r A ^r-r — i7:r — /. -rr 



-h^TTE — ^.A(\ H-t»)+ -^A hi^O, 

Lpy'i ^'2 ^* J 

D'autre part, les équations (21) et (76) nous donnent 

1 i-+-4it/[ dx\dx ôy àzj} 

n- 47:/ L àz \d.v ^ dv Oz }\ 



li/yi 



p. nniEM. 



Multiplions los deux inornbrcs de la première égalité (ir) par-p; les 

drnx iiKMnhn's ih*. la preniière éjçalité (ic)) par -jz; ajoutons membre à 

rniMubre les résullals obtenus et la première égalité (i5o), en tenant complo 
drs égalilés ("):«), (5'i), (Vi) et (1^8); nous trouvons la première des 
éj^alilés 



A 



>. /; / ()s i)\) ôs 



(i5i) \ At) I- 



/ <)y \ Or ôv ôz J ^ ' 

f^^ \().r ôy Oz) '^ ' 



= 0, 






=0, 



= o. 



lios deux dernières s'établissent d'une manière analogue. 

\\\\ vertu des égalités (V^), (72) et (7I), ees égalités (i )») peuvent 



s'éerin» 



(15a » 



' Ai-t--'-'-'':^* 

I A 



'>_±((IS OV 03 \ 
1 \ Ov Oy bz) 









o. 



1 Aî) i- 



I -h .', r/ — X <) / <; J f« <>,i 



A 



Oy \à.v <)y àz ' 



-4~c 







K 1 -r- i r/) - . , — ^ — I TTC F ^ I -h '1 -y ) — 



^^r 



\ ^ 



OvOt 



<>, 



/. e^c \ Ox ' Ov ' bz ' 



f 






__,::,K^,__,::/,_^__.._ 



r^ o. 
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II. — Conséquences de V hypothèse inacceptable J3t = C. 
Supposons, pour un instant, que nous fassions Thypo thèse 

(5l) 3zir€, 

hypothèse reçue, jusqu'ici, par tous les auteurs qui ont traite de Tclectro- 
dynamique des courants de déplacement, mais hypothèse que nous savons, 
aujourd'hui, être inadniissihle. L'égalité (33) pourra s'écrire, dans ce cas, 

(l53) -^(V -4-V)r-r -?,(V_|_ tï)-_-ll. 

L'équation (f 49) i^^ renferme plus que la fonction Vi et devient 

P (ji 

— A r- !\ 7: r — A -T— -.-. O. 



Si l'on différentic par rapport à t les équations (i 5?-) et si Ton lient 
compte des égalités (i53) et (i58), on obtient trois équations aux dérivées 
partielles où ne figurent plus que les trois fonctions Jf, ÎJ, 3. 

Écrivons seulement la première de ces équations 

(i5.>) ^ -77 -+- = — — 7- 1- -^- T- -^ T- 

àl Ao à.r \0i' ()y ôz ! 

■*" / î).r dl \ ô'c '^ Oy'^ ûz) 






Ces équations (i54) ^^ (^^5) peuvent être regardées comme la forni<» 
correcte sous laquelle devraient être mises les équations analogues don- 
nées par Maxwell (*). 



(») MAXWELL) Traité d'électricité et de Magnétisme, \*» 783, éq. (8) cl (7). (Tome lï, 
p. 488 de la traduction française.) 
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III. — Deux cas ou il est légitime d'écrire des équations voisines 

des précédentes. 

Vax rojelanl, comme nous devons le faire, l'hypothèse J3l==C, nous 
sommes amenés, par le fait même, à rejeter l'égalité (i53) et les consé- 
(luences qui s'en déduisent. Toutefois, dans deux cas particuliers, que 
nous allons préciser, certaines de ces conséquences redeviennent légi- 
times. 

Le PREMIER CAS cst cclui ou le milieu^ doué de pouvoir diélectrique^ est 
absolument isolant. — On a alors, en tout point de ce milieu, 



Il = o, r =1 o, iv =z o. 



Les égalités (i) et (i/|) donnent, pour un pareil corps, 

(.;>G) ^'oi^'"' 

en sorte (juc l'égalité (53) permet d'écrire 

relation qui représente une conséquence, légitime dans ce cas y de l'éga- 
lilé illégitime (i53). 

Le DEUXIÈME CAS cst celui où le milieu est conducteur^ mais privé de 
pouvoir diélectrique. — On a alors, en tout point du milieu, 

I/équation (i 5) devient 
(i57) IV— o. 

L'équation (53) permet d'écrire la relation 
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IV. — Milieu isolant. 

Pour un milieu isolant, où p est infini, Foqualion (1/19) devient, en 
tenant compte de régalitc (i5G bis)^ et en posant 

(i58) 

Si LA CONSTANTE X EST POSITIVE, la fonciiou £i vérificy en tout point d^un 
milieu isolant, l'équation canonique des petits mouvements, la vitesse 
de propagation ayant pour valeur 



^H, 

" ~ ôi 




1+ ',7:cF 1 t .0 


ô'-Q. 
de* 



(160) Z = ^- , - — ^r- • 

Si LA CONSTANTE X EST ÉGALE à G, la fonction û vérifie, en tout point du 
milieu isolant, l'équation de Laplace. 

De cette proposition on peut en déduire une aulre dont le sens est plus 
concret. 

Soit 

(i6i) «T = — 



ôx ôy âz 

la densité du fluide fictif équivalant à la polarisation diélectrique. On a, 
en général, en vertu de l'égalité (i5), 

et, par conséquent, 

Ol Ôt 

■^ est ce que nous nommerons la vitesse de condensation dufiuide dié- 
lectrique fictif. 

Dans le cas particulier qui nous occupe, cette égalité devient, en verlu 
des égalités (i58) et (i56), 

(i6a) AÇ2=z-47r^. 



Los »'i:alilrs (I >c)) cl ('1G2) nous montrenl alors que Ton a 






Si i.a constante a est positive la vitesse de condensation du fluide dié- 
lectrique fictif vérifie y en tout point d'un milieu isolant , réquation 
canonique des petits moui^ements, la vitesse de propagation ayant la 
vahur (iGo). Si l\ constante a est égale a zéro, cette vitesse de conden- 
sation vérifie l'équation de Laplace. 

(Considérons maintenant la première des égalités (i Sa). Donnons-y à p 
une valeur infinie. En vertu des égalités (7/0, elle pourra s'écrire 



11^ 



/. à,r y t)v Oy ' Oz ' 






iJiirérenlions deux fois cette égalité par rapport à /. Elle deviendra 






or- ' i 






c 0^0 

Dans cette égalité, remplaçons -y, > -r— -> -r-^ par leurs valeurs déduites 
(les égalités (71) et nous trouvons 

A (J.ryO.v Ov à' 1 -î * -^ ôt^ 

A Ou- Ol 

Mais, dans le cas actuel, on a, en vertu de Tégalité (i5G), 

ot ~~ ^"\ô:v ' Ov ' ozi' 



SUR LA PKOPAGATION DKS ACTIONS KLECTIlODYNAMIQrES. 



B.57 



L'égalité précédente devient donc la première des égalités 



(.64) 



Aq 



I • 



^ 



^X 



( 14- 4::/) ire F — -^ =0, 

(i-r-47:£F)(i -4-47: /•)->> O^fôr^ 
Â ()/ \ ôx 

(j -t-47:£F)(i-+-4î:/)~>^ à (do 



ô^ 



()zj 



l 



()z \0x ây 



Or 


oz 


ày 


Ozj 



-(i4-47:/)47:£F- ~/-=o. 



2£ Ôt^ 



On peut donc former trois équations aux dérivées partielles qui 
lient entre elles les trois composantes du flux de déplacement en tout 
point d'un milieu isolant. Ces équations sont de même forme que les 
équations des petits mouvements d'un solide élastique isotrope. 

A ces équations on peut appliquer une proposition démontrée par 
Clebsch pour les équations des petits mouvements des corps isotropes. On 
peut écrire 



9 = 



ôa 
âx 



(j65) 



I _ Oa 
' '^' "" Oz 



On 

Ot 
Oz 

Om 



Om 
Hz' 

On 
()l 



a étant une fonction de x, y., r, / qui vérifie l'équation 



(■66) 



1 



ï = O' 



c'est-à-dire l'équation canonique des petits mouvements où la vitesse 
de propagation a une valeur ^ donnée par l'égalité (160), tandis que 
l, m, n sont des fonctions de oc, y, z, t dont chacune vérifie l'équation 



(167) 



CH-4i:/)4r£F C 



jàp- 



d*p 



t''ac, de r. — X. 
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c^est-à-^ire pour Inéquation canonique des petits mouvements^ où la 
vitesse d^* propagation a la valeur 



Helmholtz(*) a donne des équations semblables aux équations (i 64), 
mais portant sur les composantes Xy i&, a de la polarisation. Pour ob- 
tenir les équations de Helmholtz, il suffit de suivre une marche analogue 
à celle qui nous a fourni les équations (164), en différentiant une fois 
seulement les égalités (f)fi) par rapport à / et en supposant que 

AV =: o, 

c'est-à-dire que le diélectrique mauvais conducteur ne renferme pas de 
charge électrique répandue dans sa masse. Les équations (164) sont indé- 
pendantes de cette hj-pothèsc. 

^ . — Milieu conducteur non diélectrique. 

Considérons maintenant un milieu conducteur, mais privé de pouvoir 
diélectrique, en sorte que F = o. L'équation (149) devient 

Kn vertu de Tégalité (137 bis)j cette égalité devient 

(ib<)) ^-^AH-sA— -4-- A-^ =0. 

Telle est Téquation aux dérivées partielles que vériCe la fonction II au 
soin d'un milieu non diélectrique. 

La nature des intégrales de cette équation varie beaucoup avec la gran- 
deur relative des trois constantes positives 



"Ï5 



•H. Helmiiolz. L'cbcr liic BeMe^iin^-s::l€ichun^en der Elektricttiit fiir ruhendt- 
Uitcudc K'Jrpcr. Equation? \ }\ c /fclmft"ftz aùsenscha/tliche Abhandiumen, t. ï. 
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Considérons seulement le cas d'un conducteur parafait, c'est-à-dire le 
cas où Ton a 

(170) p — o. 

1** La CONSTANTE X A UNE VALEUR POSITIVE. — L'équation (i 69) pcut aloFs 
s'écrire 

Dans un conducteur parfait dénué de poui^oir diélectrique^ la fonc- 
tion V vérifie une équation canonique des petits mouvements ou la 
vitesse de propagation a pour valeur 

(.7.) .=1-^. 

2** La constante X est égale a o. L'équation (169) devient alors 
(178) ^ AîC = o. 

La fonction 1ï vérifie V équation de Laplace. 

On peut donner de ces propositions une conséquence concrète. L'équa- 
tion (157), jointe à l'égalité (i4)? nous permet d'écrire, dans le cas actuel, 

e étant la densité de l'électricité libre. Dès lors, on voit sans peine que 
l'on peut déduire des équations (1G9), (171) et (173) les équations sui- 
vantes, vérifiées par la densité de l'électricité libre 

(176) Aemo. 

Les équations (175) et (176) peuvent s'énoncer de la manière suivante : 

Si la constante X a une valeur positive, dans un conducteur parfait^ 

dénué de pouvoir diélectrique^ la densité électrique vérifie Véquation 

canonique des petits mouvements^ la vitesse de propagation étant 

donnée par V égalité (172). 
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Si la constante X est égale a o, dans les mêmes conditions, ladensitr 
(Hoclrique vérifie V équation de Laplace. 

Considérons maintonanl la première des égalités (132). Donnons-y à F 
la valeur (). En vertu des égalités (72), elle pourra s'écrire 



AJt 



À ()jc \ Ox 



ày^ ôz) 



a 



V2 



= o. 



Différentions cette égalité par rapport à /. Elle deviendra 









ÔY 



!\TZ 



J3\ 
' ôz) 

a Ou 



= o, 



Dans cette équation, remplaçons 7-' 7-' -jt' P^^ leurs valeurs déduites 
des égalités (72). Elle deviendra 



. I -1-4 7^/— Â ô /Ou 



A â /Ou ai' dw\ 
fA/* \ ô,ju ùy Oz ) 



4 7:(i -^ ^Tzf) ^ du 
p 1 ôt 



Or les équations (i4) ot (157) donnent, dans le cas actuel, 

A(VH-r) = :-47:6f. 
On obtient donc la première des équations suivantes 



('77) 



^u 






iv 



I -^^Tif—l Ô f du 
Â Ox \ ôx 

^Tzji-h^n/) 3^ Ou 
p 2 àt 

I -h 4 tu/ — > f du 
p Oy\dx 

4 7r(i -t-47r/) ^ c?r 
p 2 t)^ 



dj ^ Tz) 

47:(i -+-47r/)£ de 



/p 



;):^ = °' 



47r(i -h 4î^/)e <^^ 



Atf' 



I 4-4^/ — ^ ^/^" ^ 
p i?5 \àx C>K 



7)7 



(}y 



o, 



47r(i 4- 4?^/) 3' ^ ^r.{i -r- in/)e de 

p 2 (>^ >.o (^3 



o. 
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Do ces ôijuations on peut on clêdiiirc crauln»s qui lU* roiift^rincnt plus 
que les trois fonctions ;/, w iv. Il sufTit de diflëronlier les éj^alilés (177) par 
rapport à /, en tenant coniple d(» réj^alilé (i). Nous trouvons ainsi 1rs 
équations 

/| TT ( I -+- 4 7:/ ) £ à / Ou Ok^ (hv \ 
},rj djc\Ojt' Or Oz ) 

'^ lu '^ ^ '" ///• Ot \0v "^ Ov "^ Oz J 

\t.(\-\- \T.f) :t* o'-u 



r. 



j 



•i or 



Ap Oy \ Oj' Oy Oz J 

j . 0^' i-^'it:/*— X 0* (Ou 0\' Om' \ 

p ' :«' or- 

4 7:(i -+- 4^/)£ ( Ou 0\' 



~ o, 



/.o 



Oz \d.r Oy Oz j 



Oiv i-»-4 7:/ -). 0- f Ou 0\' Oiv\ 

~oï "* T ôzOt \(/7 "<;v "^ 7)7/ 

477(1-^47:/) :^- ouv 



x Ol^ 



-zn (). 



Ces équations s'éclairent par une transformation analoj^ue à la transfor- 
mation de Clebsch pour les équations des pelils niouvemenls d'un solide 
isotrope. 

On peut écrire 



(«79) 



/ ^ Oa On 
l " Oj Oy 


Om 
~ Oz' 


1 Oa Oi 

j Oy Oz 


oy 


\ Où Om 
Oz Oj' 


ai 



a étant une fonction de x, y^ z, t qui vériji4* V équation 

(180) 47:eAa -hpA-j- _47:_/ — o, 

Ot 'Jt Ot' 

semblable aux équations {i6ç)) et (174)? tandis que l, m, 11 sont des fonc- 
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lions de Xy y, z^ /, dont les dérivées par rapport au temps -^^ -rry ^> 
vérifient toutes trois l'équation 

(.8.) ^ 4^(. + 4r/)g^^^ 

qui appartient au même type que l'équation de la conductibilité calori- 
fique dans un milieu homogène et isotrope. 

VI. — Actions magnétiques. 

Kevenons maintenant aux équations générales (i Sa). 

Diflcrentions la deuxième de ces équations par rapport à z, la troisième 
par rapport à y et retranchons membre à membre le premier résultat du 
second en tenant compte de la première des égalités (76). 

Nous trouvons la première des égalités suivantes 

(182) V a;3 7" T^""^''^^'"^^''-^^T"5ï^=''' 

Ay ^ -^- _4^F(.-4-47r/)--^=o. 

En vertu des équations (^S) et (79), ces équations peuvent encore 



* • 



s écrire 



., 471(1 + 47:/) a' <JL , -., , ^v«'<?'L 

/ u'ix ) A« 47:(n-47:/) 3' <JM , „, , ..C <J'M 
(.83) (AM _^___4„F(. + 47:/)--^=:o, 

Maxwell aurait pu déduire ces équations des équations, d'ailleurs 
inexactes, qu'il a données au n^ 783 de son Traité. 

Les équations précédentes sont générales. Que deviennent-elles dans les 
deux cas particuliers auxquels nous nous sommes longuement arrêtés? 

Dans un milieu entièrement isolant^ ou p = oc, les quantités a, fl, y, 
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L, M, N vérifient V équation aux dérivées partielles 

7, 

Dans un milieu prii'é de poui^oir diélectrique, oii F = o, les quantités 
a, P, Y, L, M, N, vérifient l'équation aux dérivées partielles 

(i8i) Ip u^^- 

Le premier de ces deux résultais a été démontré par Helmholtz (' ). 

VII. — Récapitulation. 

Si nous nous bornons soit aux milieux isolants, soit aux milieux privés de 
pouvoir diélectrique, nous trouvons que les diverses quantités qui fîgurenl 
dans nos théories vérifient des équations aux dérivées partielles appartenant 
à un petit nombre de types qui sont les suivants : 

I® Corps isolant. — Les quantités û= -r-j -t-> a vérifient une équa- 
tion aux dérivées partielles du type 

, ^ . 1 -h /«tteF I £ . O^p 



Les fonctions /, m, /i, a, ^, y vérifient une équation aux dérivées partielles 
du type 

^'^"^ (.-^47:/)47:eF T[^^- d^ ^ °- 

2 

2° Corps privé de pouvoir diélectrique. — Les fonctions tJ, e^ a véri- 
fient une équation du type 

(.69) ^r.^p^,^%-^A.'lR = o. 



(*) Helmholtz, Ueber die Bewegungsgleichungen der Elektricitdt fur ruhende 
leitende Kôrper, Équations (sti d) {Helmholtz Abhandlungen, t. I, p. 625). 
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Les fondions -y, -y» y» a, J3, y vérifient une équation du type 

1 8 n Ip— - — î^ '—^ f —o. 

^ ^ p 2 àt 

Nous (lési}^i\erons les équations (109) et (169) comme les équations 
(runr perturbation électrostatique^ tandis que les équations (167)61(181) 
seront les équations cVune perturbation électromagnétique ; ces mots n'ont 

d'aITRE sens que CELII d'i'NE NOTATION. 

Dans un corps privé de pouvoir diélectrique y Téquation des perturba- 
tions électromagnétiques est du même type que l'équation de la conducti- 
bilité calorifique; il n'y a pas d'onde électromagnétique. 

Dans un corps isolant^ l'équation des perturbations électromagnétiques 
«»st une équation canonique des petits mouvements; il y a une onde élec- 
tromagnétique qui se propage avec une vitesse 

(,6K) .-^'^^' 



^ v/(i-f-'i7:/)47:fF 

Dans un corps isolant^ l'équation des perturbations électrostatiques est 
une équation canonique des petits mouvements; il y a une onde électro^ 
statique qui se propage avec une vitesse 

(160) <L := ^ -7 ,- ' 

Dans un corps privé de pouvoir diélectrique^ l'existence ou la non- 
existence des ondes électrostatiques dépend des grandeurs relatives des 
({uantités 

iTie, p, .\t: — /. 

Dans un conducteur par/ait^ où p = o, l'équation des perturbations 
électrostatiques devient 

C'est une 'îque des petits mouvements; // / a une onde 
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électrostatique qui se propage avec une vitesse 

L'expérience semble confirmer cette vue de Maxwell : 

Dans Véther diélectrique ^ la vitesse de propagation d'une perturba- 
tion électromagnétique est égale à la vitesse de la lumière dans le 
même milieu. 

\ous avons vu ailleurs (*) que cette proposition entraînait la consé- 
quence suivante : 

On a 

^'^^^ 5-«"= 47:sFo ' 

Ffl étant le coefficient de polarisation diélectrique de Véther. 

Désignons par ®o ^^ vitesse de propagation d'une onde électrostatique 
dans Tétlier. Les équations (ï6o), (172) et (184) donnent Tégalilé 

(i85) îo-=^. 

D'où la proposition suivante : 

Si une perturbation électromagnétique se propage dans Véther avec 
la même vitesse que la lumière, une perturbation électrostatique se 
propage avec la même vitesse dans Véther diélectrique et dans un 
conducteur parfait privé de pouvoir diélectrique. 

Nous avons marqué, dans un autre Travail (^), le rôle capital que cette 
proposition parait appelée à jouer dans le domaine de l'Electrodynamiquo. 



(*) Quelques remarques au sujet de V électrodynamique des corps diélectriques pro- 
posée par J.^C 1er k Maxwell, § IX. 

(•) Sur r interprétation théorique des expériences hertziennes (U éclairage élec- 
trique, t. lY, p. 494; 1895). 



Fac. de T. — X. B.Q 
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CHAPITRE VI. 

CONDITIONS A LA SURFACE LIMITE DE DEUX MILIEUX. 



I. — Conditions à la limite commune de deux milieux isolants. 

Les conditions qui doivent être vérifiées à la limite de deux milieux 
offrent d'étroites analogies avec les conditions qui sont vérifiées en tout 
point d'un milieu illimité. 

Considérons, en premier lieu, la surface de contact de deux milieux 
isolants doués de pouvoir diélectricjue. Soient i et 2 ces deux milieux. 

En chacun de ces deux milieux, et jusqu'au voisinage de la surface de 
contact, on peut écrire des écjuations telles que les équations (74)- 

-iJ L- g ^ 1 iL _J ' — o 

F, dx (H ^/â àl* ' 

7.1 , ,<^'(V,-+-Î',) , C à*3, 



F, ^ Ozât ' y/2 Ol^ ""^' 

F, ' ÔJcâl yjl ât* ~ ' 

F, "^ ^^ Ot "^ ^2 ^^* — 

Multiplions respectivement les équations (186) par cos(/i, ,x'), cos(//, ,y), 
cos('/ï,, -3); les équations (186 6/5) par cos(//a,.r), cos(/i2, r), cos{n.^^z); 
ajoutons membre à membre les résultats obtenus, en tenant compte des 
égalités rîi), (36), (39) et (42), qui donnent, quel que soit /, en tout 
point de la surface, 

(,87) JTjnzijr,, Vi^Vi. J, -J,, 
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et nous trouverons 

gg 9t cos(/?i, jr) -\- ^i cos(/i,, y) -1- y^ cos(a<,, z) 

F, 
Oj cos(«„ ,r) -4- t]/j cos(/ij, j) -4- x« cos(/î2, c) 



Mais les égalités (2) et (28) donnent 

(«89) j^ {-^ 4- j^\ = 4ir[ «I cos(//„ x) 4- p, cos(/ï„ r) -+- «r, cos(/«,, ^) 

-4- l/2C0S(/^l, ^) -4- l'iCOS(/î,, ,v) -4- (»', cos(/ij, 5)], 

égalité qui devient 

puisque les deux milieux i et 2 sont supposés isolants. 
D'autre part, les égalités (3) et (29) donnent l'égalité 

^'^'^ JtVôjtr "^ 'ôirj~^'^'^ 9lCOs(/^,,a')-f-'^,cos(/^„ v)-^-XlC0S(/^„5) 

-4- 9, cos(/ij, .r) -4- ^i cos(/i„ v) -4- Xl COS(^iî, 5)]. 

Les égalités (188), (190) et (191) donnent l'égalité 
(«92) ^ Tî^^^ [?i cos(/i„ x) -4- ^}., cos(/i,, y) -4- /, ^os(/^„ c)] 

I -4- 4 TTfi Fj r . . , . , , - T 

H p [9, cos( w„ .r) -4- '^2 cos(/«s, r ) -h x, cos(/i„ 5)] = o, 

ou bien, en vertu des égalités (74) et (77), 

(192 bis) (n-47reF,) -j- [X| cos(/i,, x) -4- Y, cos(/i,, y) -hZ, cos(/^,, 3)] 

-4- (i-f 47r£F,) -T- [XjCOs(/i„ir) -h YjCOs(/«j, v) h-Z, cos(/«j, 3)] = 0. 

D'autre p«irt, si nous désignons par T une direction qnelconijue, tan- 
gente à la surface de contact, les équations (186), (186 bis), (187), (29) et 
(82) donnent l'égalité 

('93) ^[91 cos(T, ^) -4- d;, cos(T, y) -+- Xi cos(T, c)] 

= p- [?i cos(T, x) -4- vj>j cos(T, y) -4- Xî cos(T, -c)]. 
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Cette égalité peut encore s'écrire, en vertu des égalités (74) et (77), 



(193 bis) 



j^ [X, cos(T, X) -(- Y, cos(T, 7) + Z, cos(T, s)] 
^ J^[X,cos(T,a:) + Y,cos(T,>')-t-Z,cos(T,3)]. 



Telles sont les conditions auxquelles sont assujettis les flux de déplace- 
ment à la surfixce de contact de deux corps isolants quelconques. 



|i«|>i 



I 



Il I 



II 



II. — Conditions à la limiu^ commune de deux conducteurs dthiués 

de pouvoir diélectrique. 

Les équations (72) nous permettent d'écrire 



(»94) 



^ ax y/2 al 

p,r, -t-£-Î^A f- --^ 



■= -vr = o, 



ày 



y/^ ^>^ 






c^c 



— o, 



= 0, 



p,M, -4-£ 



^(VjH-r,) . a ôi^ 



(194 6£.Ç) 



{^cT i/2 Ôt 



'^ c^y y/a <;/ 



— o, 



= o, 



^=-z o. 



Muhiplions respectivement les équations ( If) '1) par cos(//,,.r), c()s(//,,^'), 
cos(/^,, 2)etles équations (194 iw) par cos(/i2,x'), cos(//2?>^)i vi)^{n.^^z). 
Ajoutons membre à membre les résultats obtenus en tenant compte des 
égalités (187), et nous trouvons l'égalité suivante : 



(19^) 



P,[m, cos(^i,, a:)-+- i'i cos(/i,, v) -\- cv, c()s(/<,, z)] 
pi[WjCOS(«ï, x) 4- i', cos(«2, j)-+- ir, cos(/jj, z)] 






- o. 



Mais, comme les milieux i et 2 sont dénués de pouvoir diélectrique, 
l'égalité (3i) devient 



~ -H -7- =: o. 
an , c//^2 
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La condition (igS) devient donc, en tenant compte de Tégalité ('28), 

(196) pi[w,cos(w,,J:-)H- f, cos(/j,,y)4-<r, cos(w,,5)] 

4- Pj[WjCOS(/I,, x)4- t'jC0S(W2, j)H- <»'iC0S(/i,,5)] m^TTfiE. 

Si Ton différentie l'égalité (196) par rapport à /, en tenant compte de 
l'égalité (2), on trouve régalité 

(197) 47re[tti cos(/ii, a:)H- c, cos(/zi, 7)4-1»', cos(/«,, 3) 

M, cos(^i„ x) H- c, cos(/i„ y) -h 1^, cos(w„ c)] 



"^ Pi :n ["l COS(/i,, J:-) -h r, COS(«,, 7) -i- iVi C0S(/2,, 2)] 



En vertu des égalités (72) et (78), cette égalité peut encore s'écrire 



P« ttL^i^osC/Iï, d:)-i-i'jCOs(/iî, j)H- «', cos(ai,, z)] = 0, 



4î^Ê 

(197 6w) — '- [-V, cos(/i,,;r)-+-7i cos(w,, j)-+-ï;, cos(/i,, 3)] 

Pi 

H — ^[a;, cos(/j„^)-+- rTjCos(«„ y)-i-3S>, cos(/i„ 3)] 
Pi 

-+- Y [-V, cos(/i„ j7)-+--TjCos(/ij, y)-h jitjCos(/i„3)] = 0. 

D'autre part, moyennant les égalités (187), (29) et (32), les égalités 
(194) et (194 bis) permettent d'écrire la condition 

(198) Pi["! cos(T, j7)-t- 1', cos(T, y )-!-«•, cos(T, z)] 

= Pî[//, cos(T, j:)-+- r, cos(T, 7)-+- iVjCOs(T, 5)]. 

En vertu des égalités (72) et (78), cette égalité peut encore s'écrire 

(198 bis) rX, cos(T, a:) 4- -T, cos(T, y)-^%i cos(T, z) 

= X^ cos(T, a^) -h 5, cos(T, y) -+- %i cos(T, 5). 

Les équations (196), (197), (198) représentent les conditions vérifiées 
à la surface de contact de deux milieux privés de pouvoir diélectrique. 

IIL — Conditions vérifiées par les composantes de l'aimantation 

à la surface de séparation de deux milieux. 

Pour établir ces conditions, il n'est plus nécessaire de faire aucune 
restriction sur la valeur de la conductibilité ou du pouvoir diélectrique des 
deux milieux . 
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La première des égalités (76) nous permet d'écrire 

j-^ a,cos(/i,, jr)H /• ajCOs(«„ jt) 

— ^—^ cos(/j,,.r)H ^— i-T- — Î-' cos(/i,, j?). 

) Oz 

Los égalités (;>/,). (38). (.',i). (.U) donnent 



à Y 






ôz 

on sorh» (jue Tégalilé précédente devient 

j a, cos(/<i,x)H _— ^ a, cos(/i„.r) 

Moyennant les égalités (-'|3) et Tidenlité 

l'égalité précédente se transforme en la première des égalités 

j-=— a, eos(/i,,.i)-T ^r— =^ a,cos(/i„x) 

yi yj 

= 47:[a, c'os(/i|,.r)-+- a, cos(/i,, .r)| 

— 4î^eos*(/i|, x) [ aiCOS(/i,,.r)-i- ^t cos(/ii, ,v)-f- 7iC0s(/i|yC) 

-r- a, cos(/is. .r)H- .3, cos(/i,, .v)4-y,cos(/«i, c)], 

—^-J,COS( /*„>') H 7-^,3,COS(/l„ V) 

f ic»Q, / ^ 4 -[3| cos(/i,, y)-v ;3,cos(/*,, ^>*)] 

— 4~cos*(/j,, )■) [ 3t, cos(/ii, .r)-r- Pi oos(/ii, jk) H" 7i eos(/i,, 5) 

-r- Jtj 00s (/Jj, .r)-T- 3, COS(/li, ^v)-r- ysCOS(/li, J)], 

7-^^ Vi oos(/i„ :;)-^ -— =- y* cos(/ij, z^ 

~ 4-[/i cos(^,, w '^ — y*cos(/ij, j^] 

— 4^ oos-(/i,, 3 ) [ 3Ci cos(«i, ^i)-+- 3, eos(^/j|, y)-^ yi cos(/i|, :;) 

— ^sOOSI^/l*, «*)-- 3sC0S(/l,, v)-4- */îCOS(/l|, c)]. 

Les d'.u\ doriiièn^s s'établissent d'une manière analogue. 
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(200) 



En ajoutant membre à membre les trois équations (199), on trouve 
I -h -1 r/, 



/i 



[a, cos(«,, J7)-+-^, cos(/i,,/)H-7iCos(/Zi,:;)J 
[a, cos(wj, x)->r p, cos(/Ï4, /)h-72COs(/i„ x;)]=o. 



En vertu des égalités (yS) et (79), cette égalité peut encore s'écrire 
(200 bis) (i -+- (\T,fx) [L, cos(^^|, x)-\- M, cos(/«i, 7)-!- N'i cos(/ii, -s)] 

-+-(l-h ^TT/,) [L, COS(/ij, vF)-t- MjCOS(/?j, /)4- NjCOS(/ij, 3)] =0. 

Soit maintenant T une direction tangente à la surface de discontinuité 
La première des égalités (7O) nous donnera 

-^ a, cos(T, J^) •" ^gCOs(T, ^) 



/t 






^7 



dz 



En vertu des égalités (;>4)j C^^)? (4')» (44)? cette égalité deviendra 

— a, cos(r, j:) / • «8C0s(T, j?) 



/1 



/. 



Moyennant les égalités (43) et Tidentité 

COS*(/J,, x)-\- COS'(/<i, y) -i-C0S'(Wi,5)=r I, 

régalité précédente devient la première des égalités 






cos(T, x) 



=— 47rcos(/*i, d:)cos(T, a:) [ a,cos(/*,, .r)-i-^,cos(/«i, >)-i-*/|COs(/i,, 

«2 cos (/^s, ^)-h ?î cos (//„ /) -h '/j ces (/i j, 



-3) 



(201) 



^.-W 



cos(T,y) 



=— 47rcos(/i„j)cos(T,j)[ a,cos(«„.r)-h3,cos(/j,,7)-h-/,cos(/i„ 

a,COS(«j, .r)+PjCos(«,,_y)H-yjCOs(«i, 






(^-'^)co.(T,„ 



=— 47îCOs(/î,, 5)cos(T, -5) [ a,cos(/ii, .r)4--3,cos(/i,, r)-h7,cos(/i,, 

-i- a,cos(/^î, j:?)4-(3sCOs(w2, j)h-7iC0s(/*j. 

Les deux dernières s'établissent d'une manière analogue. 
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Si l'on ajoute membre à membre ces égalités (201) en tenant compte de 
ridentité 

('os(«,, vT) cos(T, ûc) H- cos(/j,, y) cos(T, y) ■+- cos(/ii, z) cos(T, z) = o, 
on trouve l'égalité 

(202) 7-[ai cos(T, j:')-h;3, cos(T, j>')-+- yi cos(T, 5)] 

.M 

= -i [a, cos(T, X) -+- ?, cos(T, y) -h y, cos(T, 5)], 

qui peut encore s'écrire, en vertu des égalités (75) et (79), 

(203 bis) L, cos(T, j:)h-M, cos(T, >') 4- Ni cos(T, 5) 

= Lj cos(T, jc) -h Mj cos(T, v) -+- N, cos(T, 5). 

On remarquera l'analogie de forme des égalités (200) et (20061^), 
(202) et (20^ lns)j qui expriment les conditions vérifiées par les compo- 
santes de Taimantation à la surface de séparation de deux milieux quel- 
c()n(|ues, avec les équations (192) et (192 />w), (193) et (igibis) qui 
(expriment les conditions vérifiées par les composantes des flux de déplace- 
mont a la surface de séparation de deux milieux non conducteurs. 

IV. — Forme des conditions aux limites données par dis;ers auteurs. 

Maxwell ne s'est pas occupé d'établir les conditions vérifiées à la limite 
do doux milieux. Ses disciples ont cherché à combler les lacunes du 
maitro. 

M. Potier paraît s'être occupé le premier de la question dans une Note 
insôréo dans la traduction française du Traité d^ Électricité et de Magné- 
tismc do Maxwell (* V 

Pour los quantités X, Y, Z, M. Potier trouve les conditions (193 61^). 
Quant à la condition (^192 ///,y), il les remplace par la condition 

\ \o'S\ F, y [\, oos(/i,» .r) ~ Y, cos(/i|, y^ -r-Zi cos(/ii, z)\ 

- Fj -y L^î oos^/j.. .r^ -^ YîCOs(/is, > ) — Zj cos(/*j, :;)] = 0. 



■ ' Tomo 11. p. K^7-!io8. 
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Son raisonnement, qui est exact, lui aurait fait troiïver l'équation 
(192 tw), s'il n'avait pas fait usage d'une relation, empruntée à Maxwell, 
et faussée par la confusion, habituelle à ce physicien, des deux quantités 

47r£F et (i4-47:sF). 

Quant aux quantités L, M, j\, M. Potier les déclare continues à la sur- 
face de séparation, ce qui paraît en contradiction avec l'égalité (200 bîs)'^ 
mais la contradiction n'est qu'apparente, M. Potier ayant commencé par 
supposer que l'on avait affaire à des milieux non magnétiques, c'est-à-dire 
que l'on avait 

/i = 0, /, = f). 

Peu de temps après, H. Hertz (*) donnait pour les quantités X, Y, Z 
des conditions identiques, à la surface de séparation de deux milieux dié- 
lectriques, aux conditions (ic)3his) et (2o3), c'est-à-dire aux conditions 
obtenues par M. Potier. Quant aux quantités L, M, N, il donne les condi- 
tions (202 ^/i^) et la condition que l'on obtient en différentianl Tégalité 
(200 bis) par rapport à t. Mais, en un autre endroit de son Mémoire (-), 
Hertz écrit que l'on a 

égalité qui n'est compatible avec la condition (200 bis) que pour un système 
en équilibre. 

Vers le même moment, Gohn (') admet que l'on a, à la surface de sépa- 
ration de deux milieux, 

("1 H- 9i) cos(/i,, x) 4- (r, H- vpi) cos(/i,,7) 4- (tï'i -h ^i ) cos(/i„ c) 
4-(i/,-h(ps)cos(«„;r)-h(i',-+-'|,)cos(/2j,j)4-(n',-hXi)cos(/i„c)r=o, 

condition qui se réduit, dans le cas où les deux milieux ne sont pas conduc- 



(») H. Hertz, loc, cit., équations (8a), (S^), (80), (8,/), p. O89. 

{*) H. Hebtz, loc. cit., p. 608. 

(•) Gohn, loc. cit., équations (7a), (76 )> p« 628. 

Fac, de 7*.— X. B.IO 
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leurs, à l'égalité 

(204) 9, cos(n„ X) 4- '^, COS(Al,, J) 4- Xl cos(/i„ s) 

4- 9, cos(/2„ .r) -i- '^j cos(/ii, y) -h Xt cos(«i, s) = o, 

qui équivaut évidemment à Tégalité (2o3). 

En outre, il donne, au lieu de régalité(2oo), l'égalité 

(205) «t COS(/li, vT) h- P, COS(/l,, /) 4- 7i COS(/î,, z) 

4- a, cos(/ij, a:) 4- (3i cos(/ij, "v) 4- yjCOs(n,, 3) 1=0. 

Ces divergences montrent combien il était nécessaire d'obtenir les con- 
ditions aux limites par des méthodes précises. 
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CHAPITRE VII. 

RÉFLEXIOiN ET RÉFRACTION DES ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES 
\ LA SURFACE DE SÉPARATION DE DEUX MILIEUX DIÉLECTRIQUES 



l. — Le vecteur électrique est perpendiculaire au plan d'incidence. 

Nous ne voulons pas examiner ici, dans toute son ampleur, le problème 
de la réflexion et de la refraction des ondes électromagnétiques à la sur- 
face de séparation de deux milieux diélectriques difl^érents. Ce problème 
présente de grandes difficultés. Nous nous contenterons de prouver que 
certaines solutions qui ont été proposées pour ce problème sont inaccepta- 
bles. Les résultats, tout négatifs, que nous obtiendrons ainsi, seront cepen- 
dant de quelque poids dans la discussion de la théorie éleclromagnéli(jue 
de la lumière. 

Nous supposerons que deux diélectriques, désignés par les indices 1 et 2, 
soient séparés par une surface plane. Nous prendrons cette surface pour 



MR. I. 



A 



\- 




r 



/ 






\ 



r\ 



\R 



plan des (a;, y) {fig- i). Nous prendrons pour axe des z la normale à cette 
surface dirigée vers l'intérieur du milieu i. 

Nous supposerons qu'une onde électromagnétique plane vienne tomber 
sur cette surface de séparation. Soit 10 sa direction de propagation, 
située dans le plan ZOX. Soit / Tangle d'incidence. 

Imaginons que le vecteur (X,, Y,,Z,) qu'elle propage soil perpendicu- 
laire au plan d'incidence. Supposons, en outre, que ce vecteur soit une 
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fonction périodique simple do /. ayant pour période T. Soit t, [éga- 
lité (168;] la \'itesse de propagation des ondes électromagnétiques dans le 
milieu i. 

Au point (x, r,-» du milieu i, à l'instant /, le vecteur électrique 
(\,, Y,,Z/) aura pour composantes 



. \i=o. 



i .rsini — zco<i 



i îoô \ 1 Y| =: B, sin 3 " i T ^ ■ 6, ) , 

à * "1 * / 

f Z, = o, 

B,, 6, étant deux constantes. 

Mous allons chercher si la perturbation électrique réfléchie et la pertur- 
bation électri<[ue réfractée peuvent être. Tune et l'autre, formées par une 
onde plane propageant un vecteur électrique situé dans Fonde. 

La direction de propagation OL de Tonde réfléchie et la direction de 
propagation OR de Tonde réfractée sont nécessairement, par raison de 
svniélrie, situées dans le plan d'incidence ZOX. Les composantes du vec- 
teur réfléchi, en un point (.r, i, r > du milieu 2, à l'instant /, seront, en 
désignant par /' l'angle do réflexion, 

\ j 1=1 A , siii a :: ( .p ^-rp ci, | cos 1 , 

... . / rsini — coos/ , \ 

(207) '^1— BjSlllJ-l.-i; ^^-^ //, ), 

,-. . . / .r siiw" — jrosT .\ . .. 
Aj -—— \^ SinJTTl = — ^-7p <?, ) sini , 

A',, B, , r/',, //, étant quatre constantes. 

Si nous désignons par p l'angle do réfraction et par Tj la vitesse de pro- 
pagation des ondes éloclromagnéliquos dans le milieu a, nous trouvons 
que les composantes du vecteur électrique réfracté (^Xj, Y^, Zj^ ont, en un 
point i^.r, \\ z) du milieu 2, et à l'instant /, les valeurs suivantes 

\« — A. <iiî 2-| — = <ï- coss, 

1 Tj r 

( .^o^ / \ , := H. >iri ^ - ( .-p ^-^p '*; ' « 

A,, B,, a,, A, ôlaiitdos constantes. 
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A ces vecteurs électriques correspondent des vecteurs magnétiques. 
Soient 

(L<, M<, N,) le vecteur magnétique incident, 
(L'j, Mj, N'j) le vecteur magnétique réfléchi, 
(Lj, Mj, iVa) le vecteur magnétique réfracté. 

Les équations (83), jointes aux équations (206), donnent 

^ / / ^ V ^L.1 27: „ /^ J7sin/ — zco^i , \ 
^(« + 47:/.)-jj^=-^B.cos*cos27:(^;j ^ *>)' 

(209) (^(' + ^'^/>)-^=°' 






2 7r ^ . . /^ ;rsin£ — 3 rosi , \ 
=— j-^ B, sini cos27r(^ ^, />, 1. 



Les équations (83), jointes aux équations (207), donnent 






= ;-j B,cost'cos27:f ^ ^-;p />i j, 



(210) < 7=('-*- '»^/») "^ ="" ^î A,(cos-£4-sin^0cos27r( Y^ j-^p a, ), 

Enfin, les relations (83), jointes aux équations (208), donnent 



-^(.+4./,)^ = 



(an) <—(>-!- 47r/») ^7- = 



£ 

V^ 



di 



q;B, cospcos27r( Y -ir^ ■ — Ail. 

T — tt — --"^y 



27r . 



_(.-.4..A)^ = 



a TT „ . ( t je si 11 p — z ('.«s û , \ 
— — „BjSinpcos27r( Y ^-—^ '■ 6, 1 



L'équation (1926/*) exige que l'on ail, pour z = o, 



(312) 



(n-47:«F,)^(Z, + Z;)-(i + 47r£F,)^Z, = c), 



L'équation ( 1 98 bis) exige que l'on ait, pour s = o, 



(2l3) 



^(X,-,-X'.-X,) = o, 



(2l4) 



^(y.4-Y;-Y.)=:o. 
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I/équiition (200 bis) exige que l'on ait, pour 5 = 0, 

(i + 47r/,)(N,4-N;)-(n-4ir/,)N, = o. 

(>elte ôgalilé devant avoir lieu quel que soit t, on en déduit l'égalilé 

L'équation (202 bis) exige que Ton ait, pour z = o, 

Lt H- L'i — Lj = o, 
M, -t-M;-M, = o. 

Ces égalités devant avoir lieu quel que soit /, on en déduit les égalités 

^ ^ dt dt ôt 

d^, dW, (?M, 

Les égalités (212) à (217) ne peuvent être vérifiées, quel que soit/, pour 
z = o, que si l'on a 

(218) ai =0^1, 

(219) bi = b\—bi, 

. sini sin/' sinp 

(220) = =z L. 

Ti T, T, 

Si Ton suppose vérifiées ces égalités (218), (219) et (220), les égalités 
(206), (207), (208) et (212) donnent 

(221) (n-47reF,)A', sini4-(i -h ^mF^) A, sinp = 0. 

Les égalités (206), (207), (208) et (2i3) donnent 

(222) A', cos/— Ajcosp = 0. 

Les égalités (209), (210), (211) et (217) donnent 

A' A 

(223) -— — -^ — -— (cos«i-+-sin*OH ; 7 — ft = o- 
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Les égalités (206), (207), (208) et (21/1) donnent 
(224) B, -hB; — B, = o. 

Les égalités (209), (210), (211), (2i5) et (220) redonnent la même 
égalité. Knfîn les égalités (2op), (210), (211) et (216) donnent 

, -X B, — b; Bj 

(22^) — ; ?— h^T COSI -. -y-r COSp = O. 

7,(1-4-471/,) T,(l4-47:/i) ^ 

Les égalités (221) et (222) exigent que Ton ait 
(226) a; =0, A,z=o. 

En effet, pour qu'il en soit autrement, il faudrait que l'on ait 

(i 4- 4îr£F,)sin£ cosp -+- (i -h 47r£Fj) sino cosf = o 

ou 

tanpi __^ (1 4- at.iY^) 
lan^p ~~ (i 4- 4 716 F,) ' 

égalité évidemment incompatible avec les égalités (220). 
D'ailleurs, l'égalité (223) résulte des égalités (226). 
Quant aux égalités (224) et (22.1), elles donnent 

p, _ g T,(l-f-47:/i)COSl— 7,(lH-47r/;)COSQ 

, * *T,(i-t-47r/,)cos«-i-T,(i-+-47:/i)cosp' 

(227) 



i p _p 2 7,(1-+- 4?: /î) ces/ 

l ' *T,(n-47r/,)eost-+-T,(i-h47r/i 



) cosp 



Le problème que nous avions posé admet donc une solution acceptable. 
Cette solution est donnée par les égalités (218), (219), (220), (22()) 
et (227). 

En vertu des égalités (220), les égalités (227) peuvent s'écrire 

1^, _l^ (1 4-47^/>) sinpcos/ — (1 4- 47^/1) sinf cosp 

'~ '(iH- 47r/j) sinpcos/ 4- (i -4-47:/,) sine cosp* 
(227 bis) \ 

U _.p 2(i-4-47r/Osinpcos£ 

' * (i-i-47r/,) sinpcos/ -h (i 4- 47r/,) sin/cosp 
Dans le cas particulier oà f^ = f^z= o, cas qui est réalisé sensiblement 
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par Li plupart des milieux diélectriques, les égalités (227 bis) deviennent 

- 2C0sesinp 

Bj = 1>| -: — 7-7— r • 

Les formules qui résolvent le problème posé ont alors exactement la 
même forme analytique que les formules proposées par Fresnel pour 
traiter la réflexion et la réfraclion, à la surface de séparation de deux 
milieux transparents, d'un rayon lumineux polarisé dans le plan d'inci- 
dence. 



II. — Le vecteur électrique est à r intersection de l'onde 

et du plan d'incidence. 

(iardons les notations du paragraphe précédent. 
Nous aurons 

-, . . . // xsin* — 5cos/ \ 
Xi = A, cosism2 7r( ;= ^ «il, 

(229) ( Y, =0, 

„ .... /l a:sirw'— 5 ros/ \ 

Z, = A, smi sm2 7: ( ;j7 ?p «1 j. 

X\, \\, Z\ sont encore donnés par les égalités (^407) et X^, Yj, Z^ par les 
égalités (208). 

Les égalités (209) sont remplacées par les égalités 

, „ . I •, / ,v«?M, 3 7rA, /l xs'mi—zcosi \ 
(a3o) l^C + 47r/,)-^ = ^^;^cosa:r(^ ^ «,j, 

tandis que les égalités (210) et (21 1) sont conservées. 

Les égalités (212) à (217) doivent encore avoir lieu, pour c = o, quel 
que soit /. 
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On en conclut, en premier lieu, que Ton doit avoir 

(a3i) ni — a\=iai, 

(a3a) h\ = b,, 

, ««, s'mi sin/' sinp 

(a33) — — — '^ 



1 ^1 



Ces égalités vérifiées, les égalités (229), (207), (208) et (212) donnent 
(a34) (i -h^îTfiF,) (A,— A'Jsiiu'— (1 4- 4îr£Fj)A4sinp = 0. 

Les égalités (229), (207), (208) et (2i3) donnent 
(a35) (A,-f- Aj)cos/ — Ajcosp — o. 

Les égalités (2'Jo), (210), (211) et (217) donnent 

f 2a\ A, -h A', \î 

(aOO) — -, 7 — -j-r 7 7-r = O. 

Les égalités (229), (207), (208) et (214) donnent 
(a37) B\^Bi=:o. 

Les égalités (aSo), (210), (211), (2i5) et (223) redonnent la même 
égalité. 

Enfin les égalités (23o), (210), (21 1) et (216) donnent 

(a38) 7 — ;r-cosiH 7 -. — — -cosp = o. 

Les égaillés (237) et (238) donnent 
(a39) B',^o, B,=:o, 

car, pour qu'il en soit autrement, il faudrait que Ton eût 

Ti(l -i- 47r/i) COSp -t-T2(l -H i\T,/i) COS/ -: O, 

ou bien, en vertu dos égalités (233) 

taiig/ _ 1 -h 4^/2 

égalité incompalihic, eu général, avec les égalités (233). 

Fac. de T. — \. B. Il 



Ij.rf2 P. DUHEM. 

Il leslerail à vérifier les ci:alilôs « 234 ). < j35 ). i 236) par des valeurs 
convenablement choisies de A, et de A.. Mais il esl aisé de voir qu'il est 
impossible d"y parvenir. Kn ell'et, les éiralités (231 ) et (236) exigent que 
Ton ait 

(240) \i — A', — o, \i — K.*. 

à moins que Ton n'ait 

ou bien, en vertu des éjîalilés (^ 2.33 ). 

laiiï:/ I -T- 4^ /'. 
taiiirp ~" I — 4"/i' 

éjralité incompatible, en j^'énéral, avec les égalités (^233 ). 

Les égalités (2 |o), jointes à l'égalité (234V donneraient Tégalité 

(|ui est inadmissible, puiscjue A, esl arbitraire. 

Ainsi, lorsque le vecteur électrique incident est dans le plan d^inci- 
dencr^ on ne peut supposer sans contradiction que la perturbation 
ré/léc/iie et la perturbation réfractée soient composées chacune d^une 
seuh onde plane propa<^eant un vecteur électrique situé dans l'onde. 

tlette conséquence parait condamner toute théorie électromagnétique 
de la lumière. 
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NOTE ADDITIONNELLE. 



D'après H. von Hclmhohz, un cliélcctn((iic, dont la polarisation al., nb, z 
varie, exerce les mêmes actions éleclrodynamiques qu'un conducteur tra- 
verse par un flux dont les composantes sont 

rMo c^iiî, d^ 

U=—-—i rrz;— — -, ,v :r: — — . 

(Jt Ôt Ôt 

La théorie de Ilelmhohz ne pouvant s'accorder pleinement avec Texpé- 
rience, nous avons proposé (* ) de remplacer les égalités précédentes par 
les égalités 

()t Ot ôt 

où =: ^ est une constante. Dans le précédent Mémoire et dans un cerlain 

nombre d'autres publications ( ^ '), nous avons développé les conséquences de 
cette hypothèse; ces conséquences évitent certaines des objections que Ton 
peut adresser à la théorie de Ilelmholtz; toutefois, elles ne s'accordent |)as 
avec une loi qui parait aujourd'hui l)ien vérifiée par les expériences d(î 
M. Blondlot et de MM. Cohn et Zeemann : La vitesse de propagation 
des ondes électromagnétiques transversales dans un diélectrique est en 
raison inverse de la racine carrée du pouvoir inducteur spécifique du 
diélectrique. 

Pour éviter ce désaccord, nous généraliserons riiypothése précédente, 
en supposant que est non plus une constante, mais une fonction de la 
polarisation OR/ et de l'état de la substance au point considéré; toutefois, 
pour simplifier, nous traiterons seulement le cas où est indépendant de dXL 



(*) Comptes rendus du troisième Congrès scientifique international des Catholiques, 
séance du 5 septembre 1891. 

(}) Sur V électrodynamique des milieux diélectriques {Mémoires de la Société des 
Sciences physiques et naturelles de Bordeaux, 5' scrio, t. I). — Sur V interprétation 
théorique des expériences hertziennes (Uéclairaffe électrique j t. IV, p. 4î)4î 1895). 
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et se réduit à une fonction II de l'état de la matière. Nous remplacerons 
les équations (3) par 

Il ^--^ I II ^^•'' II ^^ 

ôt ât '' dt 

cl nous supposerons qu'un diélectrique, dont la polarisation varie, exerce 
et subit les mêmes l. lions clectrodynamiques qu'un conducteur traversé 
par un flux w, r, w, dont les composantes auraient pour valeur 

Cette hypothèse ne modifie point la marche du Mémoire précédent; 
dans la plupart des équations qui y figurent, il suffit de remplacer C par J3l; 
il en est cependant qui subissent une modification plus profonde, que nous 
allons indiquer. 

Équations (19) et (20). — Remplacer la fonction tJ par la fonction 

J \ Ojc ôy dzj 

Equation (53). — Remplacer Cî) par J3lw. 
Équations (73). — Remplacer C par JSIII. 

Équations (74)- — Remplacer € par jStlI et multiplier tous les seconds 
menibres par H. 

Equations (77). — Même modification. 
Équation (roi). — Ecrire le second membre 






Équation (i33). — Écrire le second membre 



()v ôt ôy ôi ôz ôt 



dv3i 



:» r/ôs ôv , ^-^ \ , 





lùjiialion (i'y\). — Modification analogue. 

K([iiali()n ^6;. — Au deuxième terme du second membre, remplacer 
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respectivement 9, ^y y par -^> ~âT- ~V ^ àtm^ les autres termes, remplacer 

CparJSl. 

Équations (137) à (i38). — Mêmes modifications. 
Équations (i44) ^^ ('4t>)« — Remplacer, au premier membre, Ifl par w; 
au second membre, F par H F, C par 5111. 

Équations (147), (i/|9),(i52),(i%), (160), (i63),(iG4)i (16C), (1G7), 
(168), (182), (i83). - Remplacera par JSl H. 

Équation (162). — Multiplier le second membre par H. 

L^équation (168) modifiée nous donne, pour vitesse de propagation 
d'une onde électromagnétique dans un milieu diélectrique, 

(I) r=.^^"^ 



Dans Téther, on a, d'après les expériences de Hertz, To = r, ç étant le coef- 
ficient de passage du système d'unités électrostatiques au système d'unités 
électromagnétiques; on a, d'ailleurs. 



\"1Z 



-^ V''0-H47r/o)(i-h47:ÊFo) 
On a donc 



^"^ ""-y 47:cF„ 



D'après les expériences de M. Blondlot, de MM. Colin et Zeemann, 
I et 2 étant deux diélectriques quelconques non magnétiques, on a 



T, " V * "+- 47:6 Fj 

D'où 



H, V I -i- -xT^lVx ■♦TTcrj 

Cette égalité, jointe à l'égalité (II), montre que l'on a, pour tout diélec- 
trique, 

(IV) H=z./Lp^\ 

L'équation (160) 

^ ___ K^ v/i-u47:cF 
~ ^ H v/4l^ëFA 



^;:" .li-* 






»^.^r:^--'ï, 



i^cr^ 






\ ^-^»- -.'"'H 
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et au second membre 



3 <)^ 

"7= Hj -jj^ [JTjCos (ï, j) -i- . . . I 

S 



<)t' 



L'équation (i^S his) devient 

Ces égalités ne portent j)lus, comme les égalités (192 bis) et (h)'^ bis)^ 
sur les seules quantités X, Y, / ; elles ne permettenl plus de traiter simple- 
ment le problème de la réflexion et de la réfraction des ondes planes à la 
surface- de séparation de deux diélectriques. 
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RECHERCHE DES ÉQUATIONS FINIES 

D'UN GROUPE CONTINU FINI DE TRANSFORMATIONS, 

ET SUR LES ÉQUATIONS DE LIE, 



PAR M. E. VESSIOT, 

Chargé de Cours à la Faculté des Sciences de Toulouse. 



INTRODUCTION. 

;. Ce Travail est destiné à compléter, sur certains points, celui que nous 

'' avons publié précédemment sur les systèmes d* équations différentielles 

du premier ordre qui ont des systèmes fondamentaux d'intégrales (* ), 

ou, ce qui revient au même, sur les équations aux dérivées partielles ((ue 

nous proposions de nommer équations de Lie. Ce sont les équations de la 

'...i forme 

-/ (!) %^^Qk{t)\Kf^O, 

kzz\ 

où les r transformations infmitésimales indépendantes 



n 



(a) ^kf = 2^lki{'r^ , . , x„) -^^ (A- = 1,2, ...,/•) 



1=1 



définissent un groupe. Nous avons donné, dans ce Mémoire, une théorie 
complète de l'intégration de ces équations de Lie^ mais avec Thypotlicse 
que Ton connaisse les équations finies du groupe (2), sous une forme 
quelconque. L'un des résultats en était que, sous cette hypothèse, l'inté- 
gration de telles équations peut toujours se ramener à celle d'équations 



(•) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse j l. VIII. 

F41C. de T, — X. C. I 
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flilTéreiilicllos ordinaires liiiéain^s; ol, ce qui augmente rimporlance de ce 
résultai, c'est rjue, comme nous le montrions alors, \g problème normal, 
auquel M. Li«.* ramène toutJ.*s les <|uestions d'intégration où intervieul la 
lliéorie des grrmpfs continus linis, peut se réduire lui-même à Tinlégration 
dune rquadun do Lir (i), pour la<piellf on connaît les équations unies du 
groupe correspondant (*i) ( ' ). 

Nous reprenons aujourd'hui 1<» prolilème préliminaire, réservé alors, de 
la tliHrnn'uialion drs équations finirs (Vun groupe continu fini de 
transformations dont on rmuiait 1rs transformations infinitésimales {'ï)\ 
«'l nous donnons, pour 1<î résoudn', plusieurs méthodes, toutes fondées sur 
la théorii» de l'intégration des systèmes cojuplets exposée par M. Lie au 
r. WV des Mathematisriir Annalrn, La dernière (§ IV) ne suppose con- 
nues, en outre, que !<•> propositions les plus élémentaires de la théorie des 
groupes: <dle est, d<» plus, comme nous rindi([uons rapidement pour ter- 
mineur, susct»ptil)h* de s'étendre à l'intégration d'une équation de Lie (i), 
dans le cas le plus généial. Nous avons cru intéressant néanmoins d'exposer 
l(*s autres, parcf <[u'elles sont plus naturelles et qu'elles fournissent inci- 
demment, de la manièrr' la jdus simple, tous les résultats donnés par M. Lie 
sur la recherche <h.'s groupi*s transitifs de structure donnée : il est égale- 
ment digne d<' remar([ue <jue les notions de groupe asystatique, de groupes 
sinq)lement transitifs récipnxpies, et même de groupe adjoint s'y intro- 
duisent nécessairement et d'elles-mêmes. 

Les résultats particuliers d<jnnés par NL Lie sur le problème que nous 
traitons se j)résentenl ici naturellement et sont obtenus par une voie uni- 
forme. Nous établissons, <le plus, ce fait général que, pour les groupes 
transitifs ( Jj II ), la recherche de leurs équations fmies dépend encore uni- 
([U«'menl d'éliminations, de (juadratures et de l'intégration d'équations 
dilVérenlielIrs linéaires ordinaires. Notre méthode, combinée avec celle du 
Mémoire ipic nous ra[)jM'lions en commençant, permettra, du reste, d'exa- 
miner ilhéoiiquement du moins) les simplifications qui pourraient se pré- 
senter j)0ur certains groupes [)arliculiers, parmi tous les groupes qui leur 
snni s(.'iublal)l('s. 



I ' 1 l».m«i r.t|i|>li( :iii<in «it"; ilu-iuie-^ «linlruratinii »lo .M. \Àk\ on poul avoir à déterminer 
liiiltMi.i ]i"^ trriiislVMiii.uiiiii^ inliiiil('>iiiiali-s liii ^riMi)H' iii(or\onant dans la qnestion ; mais 
' i«? ri an-fol Ml, iiimi^ inliniir'.imHli.-'* -^nnt doDiico^ [i;ir I«.'im> tM|ii(ition< de dôfiniliun, <|ui s*in- 
i« un Ml ' II'- nH.in'"- |i.ii- drir l'iiHfiliiin-* limMirc-^ dinv-roiitirllcs oïdinaires. 
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Pour les groupes intransitifs, on est, en général^ obligé (§ III) de 
mettre à part le problème préliminaire de la détermination de leurs inva- 
riants. L'étude complète de ce problème nécessiterait une théorie appro- 
fondie de rintégration des systèmes complets, dans le cas le plus général : 
c'est une question difficile, sur laquelle nous espérons pouvoir revenir dans 
une autre occasion. Si Ton suppose ces invariants déterminés, on n'est pas 
dans un cas essentiellement distinct de celui des groupes transitifs. Nous 
donnons, néanmoins, une méthode directe et générale pour traiter ce cas, 
et qui peut révéler certaines simplifications importantes. 

Nous avons enfin jugé utile, pour faciliter la lecture de notre travail, de 
rappeler, dans un premier paragraphe, les résultats de la théorie des 
groupes qui nous servent plus particulièrement, et qui se trouvent, souvent 
disséminés, dans le grand Ouvrage de MM. Lie et Engel ( ' ). 

L — Les groupes paramétriques canoniques. 
1. Le fait qu'un système d'équations 

définit un groupe continu fini de transformations des x en .x', aux para- 
mètres «, se traduit par les identités (écrites sous forme abrégée) 

(2) fi{f{o^\a)\b)=fi(x\c) (/=i,2, ...,/0, 

■ 

OÙ les nouvelles valeui^ c des paramètres sont données par des équations 

(3) CA.z=9Ar(«i. ..ûr,.|^, . . . br) (A = 1,2, . . ., /), 

que nous appelons, comme il paraît naturel, les équations paramétriques 
du groupe (i). On sait que ces équations définissent elles-mêmes deux 
nouveaux groupes qui se trouvent ainsi associés au groupe (i). Le premier 
s'obtient en considérant les équations (3) comme représentant une trans- 
formation des variables a en les variables c, les b étant des paramètres : 
nous l'appelons le premier groupe paramétrique du groupe (i). Si, de 
même, on considère, dans les équations (3), les b comme des variables. 



»> 1 






{*) Les principaux résultats de notre Travail ont été annoncés dans une Note insérée aux 
Comptes rendus de t* Académie des Sciences (14 janvier 1895 ). 
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l<'s r comme dos variables Iransfonncos, les a comme des paramètres, on 
ohli<Mil le Sf'cond groupe paramétrique ( *) du groupe (i). Ces deux 
frronpes sont holoêdriqurmrnt isomorphes an groupe (i), et chaque 
transformation de l'un est êcliangealde avec chaque transformation de 
l'autre; en d'autres termes, ce sont deux groupes simplement transitifs 
réciproques. 

Les transformations infinitésimales de ces deux groupes s'obtiennent 
comme il suit. Les seconds membres des équations (i) satisfont à des équa- 
tions aux dérivées partielles de la forme 



r 

(£ = I, 2, . . ., w; / — 1,2, .. .,r), 

que Ton peut écrire aussi 

r 

(V) ^•>'(/)=2«>*('^)^. 

(i—\,iy . ..,/i; / = 1,2, .. .,/•). 

Le j^M'oupe (i) est alors engendré par les transformations infinitésimales 

à/ 

I - 1 

et le premier grou])e paramétrique par les transformations infuiitésimales 

df 

otjkKfJ) 



(•*>) ^^-^"^^'^^^-^^d^i 0'=='.2, ...,r); 



(^>) ■^>-^— 2*>^^^^5^ (y = i,2, ...,r) 



Oïl arrive de même au second groupe paramétri(jue en partant des équa- 
tions (i) résolues par rapport aux ./; : 

On a alors des identités 

r 

(/ — 1,2, . .., /i; ./— I, 2, . ..,/•). 



' ' ) Nnii^ îivons rmpiny»' piM'CtMlcimnenl l'cxprossinn de i^rnupes des paramètres (pre- 
init r rf Mrrttrul K Pnrar)icti'ri:ruppcn Ho M. LiK. 
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et le second groupe paramétrique est engendré par les transformations 
inflnitésimales 

r 

(9) '^^/=2'^^*('')^. (y = i, 2, ...,/•). 

On a enfin, simultanément, des identités 

r r r 

(u) (A/Ba) = (/, A- = i, 2, . ..,/•), 

où les C/Ai sont des constantes qui définissent la structure du groupe (t). 

Inversement, si Ton connaît, en même temps que les transformations 
infinitésimales (5) du groupe (i), celles de l'un de ses deux groupes para- 
métriques, on remonte aux équations /inies (i), en intégrant un système 
complet. En effet, les fonctions F/, où Ton suppose les lettres x mises à la 
place des x\ sont les intégrales du système complet 

(la) Xy/-hAy/=0 (y*=: 1,2, ...,/•), 

qui se réduisent respectivement à x^^ quand on donne aux a les valeurs qui 
correspondent à la transformation identique, valeurs qu'on peut se donner 
arbitrairement, car cela revient à augmenter, dans les équations (i), les 
paramètres a de quantités constantes. Et les fonctions /^ se déterminent, 
d^une manière toute semblable, au moyen du système complet 

(l3) Xy/-|-By/=0 (y = 1,2, ...,/•). 

Les équations paramétriques (3) s'obtiendraient d'une manière analogue, 
en vertu de cette remarque que chacun des deux groupes paramétriques est 
à lui-même son premier groupe paramétrique, et admet l'autre comme son 
second groupe paramétrique. 

2. Un même groupe de transformations peut être représenté par une 
infinité de systèmes différents d'équations, tels que le système (i). On les 
déduit tous de l'un d'entre eux, le système (i) par exemple, en y effectuant, 
sur les paramètres a, tous les changements possibles de variables. A chacun 
4e ces modes de représentation du groupe G considéré correspond un 
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couple de groupes paramétriques, vespcclixcmcni semblables aux groupes 
((J) et (9); mais le groupe G est toujours défini par les mêmes transforma- 
lions infinitésimales (5). 

On sait ([u'inversement, si Ton connaît ces transformations infinitési- 
males C)), ainsi que les transformations infinitésimales (6) d'un groupe 
simplement transitif, de la même structure c^f,, que le groupe (5), les équa- 
tions fju'on en déduit, en opérant comme il a été dit à la fin du paragraphe 
j)récéd<'nt, constituent Tun des systèmes d'équations finies du groupe (5); 
<»t le grrmpe (0) est alors précisément le premier groupe paramétricpie 
du pro[)Osé. 

Parmi tous ces modes de rej)résenlation du groupe (5), il en est un par- 
liruliéromenl important, fourni parles équations canoniques de ce groupe. 
On y est conduit en cherchant tous les groupes à un paramètre qui y sont 
cont(»nus : ils s'ohtiennenl en intégrant le système d'équations dilîéren- 
tielhîs ordinaires 



~di 



(li) -^' =2>y?y/(-^') ('= N'-«» ...•"). 



OÙ les X sont des constîintes arhitraires, avec les conditions initiales 
x'i =. Xi pour / = o. Les intégrales ne dépendent de / et des X que par les 
comhinaisonsX,/, ..., X^/, de sorte qu'il suffit d'y remplacer Xy/ par r^, pour 
obtenir un système d'équations finies du groupe, les e y étant les para- 
mètres. Ce sont précisément les équations canoniques du groupe, que Ton 
|)eut écrire, sous forme de séries, 

av<*c 

r 

f-.i 

i les é(piations canoni([ues ont cette propriété remarquable qu'il suffit d'y 
faire varier les paramètres proportionnellement pour obtenir un sous-groupc 
(|u«'l('()n([iie, à un paramètre, du groupe considéré. Les deux groupes para- 
iiiélricjurs coi res|)ondants sont dits les groupes paramétriques canoniques 
dit gi'otipf» (")). 

l/inlrH^ialion du système (t \) est, du reste, é([uivalente, avec un chan- 
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gement de notations, à celle de l'équation aux dérivées partielles 



/• 



(i6) 57^2^^>^>/=^- 



if 

ùt 



Remarquons enfin que, comme les transformations infinitésimales (5) 
peuvent être remplacées par r combinaisons linéaires à coefficients constants 
des Xjt/ (linéairement indépendantes), il y a une infinité de systèmes d'équa- 
tions canoniques pour un groupe, se déduisant les unes des autres par des 
transformations linéaires et homogènes opérées sur les paramètres; de 
même pour les couples de groupes paramétriques canoniques. 

3. Les transformations infinitésimales des deux groupes paramétriques 
canoniques du groupe (5) peuvent être considérées comme connues, dès 
qu'on connaît les constantes C//^, qui définissent la structure de ce groupe. 
Le calcul n'exige que la résolution d'une équation algébrique (*) : voici 
comment on peut le diriger, pour le premier groupe paramétrique, par 
exemple : 

Tout revient à la détermination des fonctions 'j^y^t, qui figurent dans les 
équations (4). Or, si Ton prend comme inconnues les fonctions de l 

on trouve qu'elles sont déterminées par les équations linéaires à coefficients 
constants 



r r 






^=1 *=l 



avec les conditions initiales Wjk=^o, pour l = o. Ce qui établit le résultat 
annoncé. Quant au second groupe paramétrique, il se déduit du premier 
en changeant, dans les expressions de ses transformations infinitésimales, 
e,,e,,..., e^ respectivement en — e,, — ^2, ..., — e^; cela tient à ce que, 
sous la forme canonique (i5), deux transformations inverses du groupe 
correspondent à des valeurs des paramètres canoniques e^, . . . , r;. égales et 
de signes contraires. 



(*) Ce résultat est dû à M. Lie, le mode de calcul indiqué à M. Engel {voir, par exemple, 
S. Lie et Engel, Théorie der Transf,-gruppen^ t. III, p, 792 et suiv.). 



t 



: .•r...-.'5,." _i ' \ m r -- ,. — -. , ^..-..rr , -c. c r . _ J - -■ - _ t_^» . C-J . »f^ 

^^ - - ' ^^ 

I .-♦!.- ]••.-••?.-',.-•"'-? /"- f-;4*î> ' • -T ■' ■•- ;- ;'i- ••-"- i-^-i .---"r '".■■•.-i^i "V- 

jL- 1t ;:i o'jJ •: A / \,/rrt ]-: iz-izu.-:: j: ..^jrr j.^:<i:i.-.-:rl T::-r cai.-i-ilI-j-I't- 

•iinal" dl*lirj;:»j';-;. «'«M [.'•rJt fiivfii-': o^l-Tiir >ans inlrL'raliijn les rn|UAii.:.ns 
'ïifioriiqij»:* fini'* d— d»;u\ ;:roii|."r?i [»arrfriirlriiju».'> canoniijue5. Dan> c^ 
r;i^. «-Il*-* *oiil. i.'fi <;n»:l. !•> rii»:nirr^ pour c*? LTOup-* et pour s-^n froup^^' 
ufljohit « * .. qui lui r<K 'A*^ïy }jolo»;driqU'-riirnl î?omor[»li»?. Or. les transfor- 
uiMvfiï^ iniiiiilt'>ini;il*"* d'r rr ;:rou[>e adjoint yf*\\\. conime l'on sait. 






• l l;i d'I^-rnii/iatiori d«* >••.'? r*qiialiofi< canoriif|Ufs fiiiit-s rd'uù Ton dôiluini 
irijin'di;iWjij»Til -«s f:f|u;ilioTi> |iarani«'-lriqut.'? 1 drpvnd clr rinh/gnilion d"uii 
-\*t*iii'' d i.-'juatioii'» lirpraii'.-s à r:Offfir:i«.'nl> conslanls. 

M.jI-. ^i !•• jri'»ujM- r;oii-ir]/r«: rohti»Mil un*.* OU plusieurs transforniatiuiis 
Miliiiii*-iiijal«> i\\^\\\v^\\h:< . la détriniinalion dt-s étjuations flnios de sos 
jf'i'.p'T paraiii';liiqU'> canoniques nèce?sile ceilaines quadratures. C'est 

• ' 'jii i'-ij||.f ;i. rjij i*.-«^t<-. i\r< rl«''Vilo[>[n;nienls qiii suivent. 



f' .: '■ jij «'»ij'-ifii: !•: L'r"wji'' H'ij"i(it. *<.■[! i«ri;:iiir; T.-i ic* )»io|»ri»:lt-«. ni«u* «•.•ninie* 
-1 I. I 'II,' -.in- fhi '/ 1 ni, .J.-L'rii/,j>' n, i. I. «Jj-ip. WI r.t l. |ïï. ('Ai.\y, \\\ ïïl . 
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II. — Détermination des équations finies d'un groupe transitif. 

5. On supposa connues les transformations infinitésimales d^un 
groupe 

n 

i.-i 

et Von se propose de trouver , sous une forme quelconque y les équations 
finies de ce groupe. 

En vertu de ce qui précode, on peut considérer comme connues les trans- 
formations infinitésimales de ses deux groupes paramétriques canoniques, 
ou, si l'on veut (par un cliangenient de variables arbitraire), plus généra- 
lement celles de deux groupes simplement transitifs réciproques, iso- 
morphes au grou[>e (i). Soient 






r 

(3) \\,f-^ 2 ^"^^''' • • • '''■^ 5^, (A = 1, 2 /•) 



ces deux groupes, et Ton peut supposer que Ton a les identités 



/• 



.V = 1 .* = 1 « = I 

Tout revient dès lors à intégrer le système complet 

(4) Xa/-+-A/./=0 (Â = 1,2, ...,/•), 

connaissant les transformations infinitésimales (3) qui laissent ce système 
complet invariant. 

Si Ton connaît en efiet // intégrales indépendantes de ce système com- 
plet : 

0,(vr, . . . .r„ \a^ . . . a^) (/ =: i, 2, . . ., n), 

les équations finies clierchées s'obtiendront en résolvant le système 

^i{jc\ . . . .^'^j I <7i . . . <7,.) = 0,(.r, . . . .r„ I rtj' . . . rïjî) (/ = i, 2, . . ., n). 

Fac. de T. — \. C.2 
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Nous sommes donc nalurcllement conduits à appliquer ici la ihéorie de 
Tin léf^^ra lion des systèmes complets admettant des transformations infini- 
tésimales connues, due à M. Lie, avec les perfectionnements que nous y 
avons apportés. 

Si nous sup[)osons d'abord que le jjroupe (i) est simplement transitif, 
c'est-à-dire (jue // = /*, et que le déterminant des ^f^^- n'est pas identique- 
mr'ul nul, nous nous trouvons en présence de ce que M. Lie appelle le pro- 
hlrnu* normal de sa théorie, et ([ui peut s'énoncer ainsi : 

Oti doiuir un systèinn complet à v = iji H- p variablrs et }X équations 

V 

I — 1 

/'/ un f^roupe de p transformations in/initêsimales indépendantes 



V 



(«)) V//— ^Yi/zC/, •• •^>'>>jt;. (' = 1,2, ...,p), 

i -1 

satisfaisant aux identités (Ly, \^) = o pour toutes les râleurs des in- 
dices; on suppose de plus que le déterminant des coefficients des\^jCt\ i 
n'est pas nul : intéf^rer ce système complet. 

(](; problème se ramène soil à l'intégration d'une seule écjualion de Lie, 
soit à rintéf^ration succr'ssive d'une suite d'équations de Lie simples; ou 
encon», si l'on [)réfère, à Tintéji^ration d'équations linéaires auxiliaires et à 
d<»s ([uad ratures (' ). 

(]es résultats trouvent ici leur application immédiate : si nous voulons 
par exemple (jiFectuer la réduction à des systèmes linéaires, nous introdui- 
lons le i^roupe linéaire adjoint au fi^roupe (3), soit 



;■ ;■ 



K>/ - ^ 2 ^^^'^'^57 (y ~ >> 2. . ..,/•), 



de 



ri /'criroiis les é([uations 



f' i <!«'> rrsiiltJUs «ont conlcnu«i, explicitement ou implicitement, dans notre .Mémoire : 
Su/- A'.s s]sti'/nrs cVrfj nations différentielles, etc. {Ann. de la Fac. de Toulouse, 
r. NUI). MU -".'Miil)Iis<ent par des raisonnement^ analogues à ceux qui y sont employés. 
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Elles forment un système complet; pour Tintégrer, on posera Xi=- ^,/, 
0*= OLf^t^ et Ton sera ramené à une équation de Lie, linéaire, de la forme 

L'intégration de cette équation résoudra complètement le problème, si 
le groupe (i) n'a pas de transformations infinitésimales distinguées. Sinon, 
il faudra en outre effectuer autant de quadratures indépendantes qu'il y a 
de ces transformations distinguées dans le groupe (i). 

6. Passons maintenant au cas où le groupe (i) est un groupe transitif 
quelconque. 

Nous pouvons résoudre n des équations (4) par rapport aux y^» par 

exemple les n premières, et porter dans les autres. Le système (4) prend 
ainsi la forme 

(7) **'-^~5F -^^^iJ^'^)^jf =^ (f = J,2, ...,/0, 



n 



(8) ^^hf^K+hf-^^^hj{^)P^jf—0 (/î = i,2, .. ,,s; r — n -\- s)\ 



/=! 



et, comme cette transformation du système revient à faire des combinai- 
sons linéaires dont les coefficients sont fonctions des x seuls, on a les iden- 
tités 

(9) (M„B,.) = o, {•X,,\\,)^o, 

Et puisque les équations (7), (8) forment toujours un système complet, 
on a 

(10) (X/i, tlo/) = combinaison linéaire desal^; 

d'autre part, par un calcul direct, on voit que ces mêmes crochets sont des 
combinaisons linéaires de A,. . .A„, cîU,. . .do,, dont les coefficients ne dépen- 
dent que des x. Mais comme il n'y a pas de relation linéaire et homogène 
entre ces dernières transformations infinitésimales, on en conclut que les x 
figurent seuls dans les coefficients des seconds membres des relations (lo). 



^]. 12 
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c'esl-à-dire c[u'on peut les écrire 



(m 



i'-.l./„ -\.,)— V •/,,/„, (\zmV 



m 



(/l, /= I, 2, . . .,.v). 



m-I 



c'est-à-dire que, pour chaque système de valeurs des x, les transformations 
( f^) rlêfinissent un groupe. 

Nous pouvons maintenant, des équations (8), tirer les valeurs des déri- 
vées, par exemple -r^, •••! '-• Portons ces valeurs dans les B^, en écrivant, 

|)Our plus de netteté, />,. . .b^ à la place de a^^^. . Mr : on obtient les nou- 
velles transformations (où la lettre a désigne le système des variables 



n 



(12) 



\s\Hf'^-\^J-^Ou^-r\a^b)A.,,f^^'fiu(-^\a\b)^^ 



IL 
ôhf 



h.= \ 



II 



(Calculant les crochets de Jacobi, il vient 



r 



(\i!»/,, \\^^^) — N Cf^^jxw^f^ oomi). lin. dos -l. ; 



/=! 



or, le résultat ne doit contenir aucune des dérivées -r^^ •••>-—•> et il 

n'existe pas de combinaison linéaire des ^x qui n'en contienne aucune. On 
a donc simplement 



/• 



h.S) 



«•Î»A, i'i'^) = 2^'^'^'^''' 



(//, ^ =: I, 2, ...,/'). 



t~\ 



Les fransformalions (12), si Ton y considère les x et les a comme des 
constantes, délinissenl donc un groupe, isomorphe au groupe (1). Mais il 
V a j)lus, ce grou[)eest .v/vy^/y/rtA/r'au groupe (1). Faisons-y en effet le chan- 
uemcnl (h* variables 

»■ I - r / ( .7 I y . . . , ./',, ^/ 1 , • • • f O j, , t) 1% • ' • j 'ht) y ' — - '>2, ...y/IJ, 

où les \\ sont h's mêmes fonctions que dans les équations (7) du § I. Ces 
fonclionsélaiil inl/'grales des équations ('i), et, par suite, des équations (8), 
il \iriil 
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en tenant compte des relations fondamentales [(8), § I]. Le groupe (12) 
devient donc le groupe (i), où Ton a mis les :: à la place des x. 

Remarquons en passant que la remarque essentielle qui précède fournit 
une méthode pour déterminery sans intégrations ^ les divers types de 
groupes transitifs d'une structure donnée. Il suffira, en eflet, de prendre 
pour le groupe des x^ les divers types de sous-groupes du premier groupe 
paramétrique, et d'en déduire les divers groupes (12) correspondants, au 
moyen du second groupe paramétrique. (Les x ne jouent, en effet, dans 
le calcul précédent, aucun rôle, et peuvent être remplacés par des constantes 
quelconques) (*). 

7. Revenons à notre problème qui est actuellement le suivant les équa- 
tions (8) étant résolues comme il a été dit, et les valeurs de y-> •••> y- 
portées aussi dans les équations (7) : Intégrer le système complet 

n 

-^ 4- 2cjAy(j:|a| ^)j^ =0 (A = 1, 2, . . .,.s), 

connaissant le groupe de transformations infinitésimales (12) que ce 
système admet. 

Parmi ces transformations ifby^, on en peut trouver n dont le déterminant 
ne soit pas nul, les n premières par exemple, et Ton a alors 



n 



i»i>//-4-/t=2?''>('^*l^'^^^''V (^ ~ '> '^-y • • '-^^ 



/=i 



Les fonctions ç>iy sont, comme l'on sait, des intégrales du système (i 4)» 
et il en résulte qu'il y en a autant d'indépendantes comme fonctions des x 
des a et des 6, que comme fonctions des b seuls. Deux cas peuvent alors se 
présenter : 

i'^ Parmi ces fonctions çy^y, il y en a n d'indépendantes. Le problème est 



(*) Cette méthode ne difTère du reste que par 1c mode d*e\position de ccUc qui a été in 
diquée par M. Lie (voir Théorie der Transf.-gr,, t. III, p. 798 et suiv.). 



(1,1 /\ E. VESSIOT. 

ivsolu dans ce cas sans aucune intéfi:ralion. Dans ce cas le groupe (12), et 
[)ai- suite le grouj)(.'(i), auquel il est semblable, est asystatiqucy pour em- 
[iloyer une expr(»ssion de M. Lie. Nous retrouvons donc ce théorème de 
M. Lit» (*) : Lt's dr/ nations finies iVun fj^roupr asystatique s'obtiennent 
sans intéf^rationsy dès qu'on en connaît les transformation^^ infinitési- 
males. 

2" I\issons au <as j^énéral. Parmi les fonctions Oy^y, il y en a seulement 
// /> = y, (|ui soient indépendantes. Prenons-les comme nouvelles va- 
riables w^, U.J, ..., ^y à la plac<» de q des h, par exemple Ay,^i, ..., h„. Le 
syslème (\\) st» réduit à 






(t =1, 2, . ..,/i). 



p 
^y^ -+- 2 ^*7(^l ^ '^''^^^Ob~^ (/* = I, 2, . . ., .ç), 

«»l l(»s transformations (12) prennent la forme 

('<>) B,./= U>i./-h Ul>i/ (A- -zz 1,2,.. .,/•), 

'/ p 

1-1 ; ^. I 

Iiemarquonsen passant (pie les transformations Ua définissent un groupe, 
isonior[)he au groupe proposé. D'où cette conséquence qu un groupe tran- 
sitif simple, de structure donnée, ai^ec le nombre minimum de variables, 
est /técessairentent asystatique, 

lle[)renant les transformations (16), ou plutôt les n premières d'entre 
«'Iles, nous en [)ouvons déduire exactement /> combinaisons linéaires de la 
forme 



n 



(•7) ^'^a{i0^^hA 



k = \ 



<|iii Ile eoiitieiiiH'iit aucune des dérivées 4^> • • -, — -> ^*t ne soient liées par 
' <)tii Ou g *■ 

auciiiH' r<'lation linéair<,' et bomogène dont les coefficients soient fonctions 



( ' I \nir 'riifnri'i- ilrr 7^r(tns/'.-^'^r., t. I, p. 'nS 
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des u seuls. Soient 

(i8) ^kf=^^ykj{x\a\u\b)^ (A- = i, 2, ...,;>) 

7 = 1 

• 

ces p transformations. Le crochet de deux d'entre elles étant aussi de la 
forme (17), on aura des relations 

p 

(19) (CmCx.) = 2^'./'.'(")C/ (/, /i = i,2, ...,y3), 

7 = 1 

c'est-à-dire qu'en considérant les x, les a et les u comme des constantes, 
elles définissent un groupe simplement transitif. On peut du reste supposer 
que les K ne dépendent pas des u. Remarquons en effet que toute transfor- 
mation infinitésimale, échangeable avec chacune des transformations (16), 
admet comme invariants les fonctions w^, ..., w^, et est par suite de la 
même forme que les transformations (18) et est aussi échangeable avec cha- 
cune d'elles; rappelons-nous que, d'après un résultat de M. Lie (*), il y a 
précisément/? de ces transformations, linéairement indépendantes, formant 
un groupe 

(20) D,./= 2 ^'^>(^ I "^ I " I ^^ 5^. (/ = I, 2, . . .,/.). 

7 = 1 

Nous pouvons ajouter que ce groupe, relativement aux variables />,,.. ., 
bp^ est transitif; car si ces transformations (20) étaient liées par une relation 
linéaire et homogène, on en déduirait des invariants du groupe (16), ce 
qui ne peut être, ce groupe étant transitif. On voit donc que, relativement 
aux variables ft^, . . ., 6^, les deux groupes (18) et (20) sont deux groupes 
simplement transitifs réciproques, et, par suite, ils ont même structure. Et 
comme la structure du groupe (20) s'exprime par des formules 

p 

(D/Da) — 2 ^ifit^^l (^ /* = ',2, .. .,/?), 

où les K ne dépendent pas des variables w, il en est de même pour le 
groupe (18). 

En définitive, nous sommes ramenés à l'intégration du système (i5), 



(*) Voir Théorie der Transf.-grupperiy t. I, Ghap. XX. 



(].ï6 E. VESSIOT. 

connaissant le {groupe (i8) simplement transitif qu'il admet, c'est-à-dire de 
nouveau vlu problème normal du n"^ 5. Tout dépend donc de l^ intégration 
d'une équation linéaire de la forme 



ôf 



%-^^0,{t)Y.,f.r.O, 



oii figure le groupe adjoint du groupe des transformations infinitési- 
males échangeables à celles du groupe donné (i) : si ce groupe contient 
des transformations infinilésimales distinguées, il en sera de même du 
groupe (i8), et il faudra, en plus, efiectuer certaines quadratures. 

Uemarquons enfin que les développements qui précédent nous fournissent 
le moyen de déterminer, connaissant les transformations infinitésimales 
d\in groupe transitif, la structure du groupe des transformations 
échangeables; car, la structure du groupe (18) ne dépendant pas des va- 
leurs des //, on peut, pour la déterminer, donner à ces quantités, dans les 
formules (19), des valeurs arbitraires. 

On pourra, ensuite, remplacer les Ca par d'autres combinaisons de 
même forme, de manière à mettre en évidence la structure ainsi déter- 
minée. 

8. Appliquons la méthode générale à un cas particulier important, 
étudié par M. Lie, celui où il n\ a pas, en dehors du groupe (i) lui-même, 
di» transformation infinitésimale échangeable à toutes les siennes. Si le 
groupe n'est pas asystati([ue, cîis déjà examiné, ses transformations infini- 
tésimales distinguées constituent le groupe des transformations infinitési- 
males échangeables à toutes les siennes. Alors le groupe (20) ne se compose 
que de transformations distinguées, et il en est par suite de même du 
groupe (18). T^a (juestion se résout donc par autant de quadratures indé- 
pendantes (pTil y a d(» transformations distinguées. 

Si Ton considère en particulier le groupe formé de Tensemble 

fies Iransl'oinialions de deux groupes simplement transitifs réciproques, on 
Noil (pril est asyslali(iue si le groupe A^/n'a [)as de transformations infini- 
h'siniales disliiigur'cs, r't (pi'il a, dans le cas contraire, autant de transfor- 
iMiilions (lislinguées (jue C(Mlernier. Uemarrjuanl, déplus, que la méthode 
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donnée fournit, si Ton veut, les équations canoniques du groupe considéré, 
et que, celles-ci connues, on peut en déduire aussitôt celles des sous- 
groupes, on arrive, avec M. Lie, à cette conclusion : 

La détermination des équations finies d*un groupe simplement tran- 
sitif ^ quand on connaît les transformations infinitésimales du groupe 
réciproque, exige uniquement autant de quadratures que le groupe 
contient de transformations infinitésimales distinguées. Ce résultat 
contient, comme cas particulier, celui dont Ténoncé termine le n® 4 de ce 
Travail. 

On peut du reste l'établir directement, comme on le verra plus loin, et 
par une méthode qui conduit à des calculs plus simples. 

9. Si Ton suppose connues, dans l'application de la méthode précédente, 
non seulement les transformations infinitésimales, mais aussi les équations 
finies canoniques des groupes (2) et (3), on pourra lui faire subir quelques 
modifications avantageuses que nous allons indiquer. Ce sera toujours le 
cas {voir n® 4), si le groupe (i) n'a pas de transformations infinitésimales 
distinguées; et, dans le cas général, cela nécessitera au plus certaines qua- 
dratures préliminaires (voir n®' 4 et 8). 

Supposons donc qu'on ait mis le système (4) sous la forme (7) (8). On 
peut ici considérer comme connues les équations finies, et par suite les in- 
variants du groupe (8). Soient p,, v^, ...^v^nde ces invariants (indépen- 
dants), et introduisons-les comme variables nouvelles, à la place de a,^.| , . . . , 
a^par exemple. Les équations (8) se réduiront alors à 

et, en tenant compte de ces équations, les équations (7) prendront la 
forme 

n 

où les p/y- ne dépendent pas de a,. . .a^, comme on le voit en écrivant que 
ces équations forment, avec les équations (21), un système complet. 
Le même changement de variables effectué dans les transformations (3) 

Fae. de T, — X. C.3 
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donne 



n,/= \v-i- n;/ ( a = i, 2, . ..,/•), 



.f 



y,/=^^nAT\^^)^^^ B;/=2;?a(.rIi>....a,)i^^; 



et, comme le système (21) (22) admet toujours ces transformations, on 
voit facilement, d'abord, que les «'a; ne dépendent plus des a, d'où Ton 
conclut les relations 



/■ 



(V,Va) =:^ Ciu^t (if A=: I, 2,. . .,/•); 



/=! 



et ensuite que le système complet (22) admet les transformations V^. 
Rlnfin, ces transformations forment, d\iprès ce qui précède, un groupe, et 
ce groupe est de nouveau semblable au groupe (i). On le voit en remar- 
quant que si Ton prenait pour les c^ les fonctions I\(x,. ..a;„|a,...a^), 
d'après le raisonnement qui a été fait pour le groupe (12), les iv^j seraient 
précisément les fonctions ^.kj(^\ • • • <■«)• On est donc ramené à un problème 
(le tous points semblable h celui du n**? et qu'on traitera de même. L'avan- 
lage est, ici, d'abord que le système (22) dépend de moins de variables que 
le système (i4)» et aussi qu'on peut considérer comme connues les équa- 
tions finies du groupe V^. 

Knfin, la remarque précédente, sur la similitude du gi-oupe (i) et du 
j^roupe Va, conduit immédiatement à la première méthode donnée par 
M. Lie pour la détermination des divers types de groupes transitifs de 
structure donnée, et qui permet de déterminer^ par l'emploi au plus de 
quadratures^ non seulement les transformations infinitésimales ^ mais 
aussi les équations finies canoniques de ces dii^ers types, La marche a 
suivre sera la même qu'à la fin du n" 6 : on déterminera les divers types de 
sous-groupes du groupe (2), on formera leurs invariants p et, au moyen du 
groupe (3), on en déduira les groupes V^ correspondants (*). 



( » ) Voir Théorie dar Transf. gruppen, t. I, Ch. xxii cl t. III, Cli. xxvii. 
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IIL — Autre méthode. Cas des groupes intransitifs. 
10. Soit toujours à déterminer les équations finies du groupe 



(i) Xa/ = 2ç*/(^,.:.^„)^ (A:=:i,2, ...,r). 



Supposant encore connues les transformations infinitésimales 



/• 



(a) ^kf = ^ctkj{a^"-ar)-^ (A- = 1, a, . . ., /), 



7 = 1 

r 

àf 



(3) B*/=2p*y(a,...a,)^ (*= i, 2, . . ., /•), 

de deux groupes isomorphes au groupe (i), simplement transitifs et réci- 
proques, nous ramenons encore la question à intégrer le système complet 

(4) Xk/-^\k/=o (A:= i,a, ...,r), 

qui admet les transformations infinitésimales connues (3). Mais nous ne 
voulons plus faire d'hypothèse sur la nature du groupe (i). 

Résolvons les équations (4) par rapport aux j^> ce qui est toujours pos- 
sible; employant toujours les notations de M. Lie, il vient 

r 

(5) P*/=^-+-2+y;t(«)Xy/=o (A: = i, a, . . ., r), 

OÙ les ^jn sont des fonctions introduites au n® i [éq. (4)]- Portons les 
valeurs ainsi trouvées dans les transformations (3), ce qui revient à faire 
les combinaisons 

r r 

(6) Y»/=BA/-2P**(«)P*/ = 2pAy(«.-«r)Xy/ 

{h= i,a, . . .,r), 

où Ton a posé, pour abréger, 

r 

(7) Phj(a)=-'^^nk{a)^jk(a) (A,y= 1,2, ...,r). 



*=i 
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Des formules (7) on conclut facilement que le déterminant des p^y n'est 
pas identiquement nul, de sorte que, si Ton considère les a comme des 
constantes, les transformations (6) définissent précisément le groupe (1). 
Du reste, si Ton suppose la structure commune des groupes (i), (2), (3) 
définie par les identités 



* 



un calcul direct facile donne, en partant des valeurs (6), 

(Y^Yit) = y] ^iAiY,H- comb. lin. des P, 

s 

et, comme aucune combinaison linéaire des transformations infinitési- 
males (5) ne peut être indépendante des j^> on en conclut simplement 

r 

ÇiiSk)—^Cikt\s {i,k = i,i, ...,r). 



s = i 



Remarquons enfin qu'il suffit de comparer la formule (7) à celles qui 
terminent la page 80 du 1. 1 de la Théorie der Transformations-gruppen 
de M. Lie pour en conclure que nos fonctions p^^y sont bien les mêmes que 
celles qui figurent dans les équations finies du groupe adjoint, de sorte que 
les transformations (6) sont ce que deviennent les transformations (i) 
quand on y effectue la transformation définie par les équations finies 

de ce groupe. Résultat que l'on s'explique, du reste, bien facilement, en 
faisant, dans les équations (4), la transformation inverse de celle-là. 

Quoi qu'il en soit, le problème est ramené à intégrer le système (5), 
connaissant les transformations (6) qui le laissent invariant, et Ton voit 
immédiatement que toutes les propriétés du groupe (i) vont influer sur la 
nature des opérations à effectuer dans cette intégration. 

11. Reprenons d'abord le cas où le groupe (i) est transitif. En général, 
il n'y aura qu'à opérer exactement comme au n° 7 et l'on sera conduit aux 
nicmes résultats. 
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Mais supposons qu'on connaisse toutes les transformations infinitésimales 

n 

(8) Z//=2f/'('^i' "'^"^0^ (/=i,2, ...,/?) 



1 = 1 



qui sont échangeables à toutes les transformations (i). Le système com- 
plet (5) les admet aussi et Ton a à opérer cette fois avec le groupe formé 
de l'ensemble des transformations (6) et (8). Ce groupe n'admet pas, en 
dehors de lui, de transformations infinitésimales échangeables à toutes les 
siennes. Si donc il ne contient pas de transformations infinitésimales distin- 
guées» il est asystatique; de sorte que, si Ton exprime en fonction de n des 
transformations (6) et (8), toutes les autres, il y aura, parmi les coefficients, 
n fonctions indépendantes, qui seront des intégrales du système (5). Donc, 
dans ce cas, les équations finies du groupe (i) s'obtiennent par de simples 
éliminations. 

Si, au contraire, le groupe (6), (8) contient p transformations infinitési- 
males distinguées, la méthode du n^ 7, appliquée à ce groupe au lieu du 
groupe des B^^/, fournira n — p intégrales sans intégration, et ramènera le 
calcul des p dernières à p quadratures indépendantes. 

Donc, la détermination des équations finies d'un groupe transitifs 
quand on connaît^ en même temps que ses transformations infinitési- 
males j toutes celles qui leur sont échangeables y dépend au plus de qua- 
dratures. 

Ce résultat est, au fond, équivalent à celui du n*^ 8. Dans le cas où le 
groupe est simplement transitif, le raisonnement précédent est précisément 
celui que nous avions annoncé en terminant le n*^ 8. 

12. Disons quelques mots du cas où le groupe (i) est in transitif. Suppo- 
sons d'abord que les transformations (i) soient, comme formes linéaires 

en ^> • • • > ~^> linéairement indépendantes ; il en est de même des transfor 

mations (6). Alors r<; /i, et le système 

P^/=o, Ya/=o (A:, A= 1,2, ...,/ 

admet n — r invariants qu'il faudra d'abord calculer; on les introduit a 
ensuite comme variables et l'on sera ramené au problème normal du n® 5 
Cela revient à la détermination préUminaire des invariants du groupe (i), 
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que Ton peut prendre justement pour les n — r invariants précédents. Ce 
procédé peut, du reste, être employé dans tous les cas, mais dans les 
autres cas ceux que nous allons indiquer peuvent être plus avantageux. 

Si nous supposons, en effet, que, parmi les transformations (i) et, par 
suite, (G), il y en ail, au sens indiqué, seulement m < r, n d'indépen- 
dantes, en exprimant les autres au moyen de celles-là, on obtiendra, comme 
au n^* 7, des intégrales du sysléme(5), en nombre a par exemple. Si (j = /i, 
le problème est achevé. Si n^xj^m^ il restera à déterminer, sans réduc- 
lion en général dans ce problème, les n — a restantes. Enfin, si a = m, en 
opérant, comme au n** 7, on sera ramené à un système de r équations, 
à r-\-n — (T variables avec m — a transformations infinitésimales indépen- 
dantes, et il sera de nouveau nécessaire de déterminer d'abord n — m inté- 
grales, qui seront, par exemple, les invariants du groupe (i), avant d'être 
ramené au problème normal de M. Lie. 

On voit donc que, pour les groupes intransitifs, au contraire de ce qui 
avait lieu pour les groupes transitifs, ce n'est qu'exceptionnellement que le 
problème pourra se ramener à l'intégration d'équations linéaires. Et cela 
était à prévoir, car la détermination des équations finies d'un groupe tran- 
sitif entraîne celle de ses invariants et la recherche de ceux-ci comprend, 
comme cas particuHer, l'intégration d'un système complet, absolument 
(juelconque, qui peut toujours se mettre sous la forme 

les Lyt/ étant des transformations infinitésimales échangeables. 

i\ . — Troisième méthode. — Extension au problème de l'intégration 

d'une équation de Lie. 

13. La recherche des équations finies du groupe 

n 

(i) y^kf=^lki{^\"'^n)-^y (A-=:i,2, ..., r) 

1 = 1 

revient, comme l'on sait (voir par exemple n° 2), à l'intégration de l'équa- 
lion aux dérivées partielles 



v^. 
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Pour appliquer à cette équation la méthode d'intégration de M. Lie, nous 
Gommencerons par déterminer les transformations infinitésimales qui la 
laissent invariante et qui sont de la forme 



% (3) Y/=^p,{t)X,/. 



k=\ 



Les fonctions Pa(0 doivent satisfaire à l'identité (L, Y) = o, qui s'écrit, 
eh développant les calculs, 



r r 



dp 

dl 

5 = 1 \ /=l k = \ 



2 t - 1; 2 W.P* P'/= o 



Cette relation se décompose, les transformations (i) étant indépendantes, 
en les r suivantes : 



dps 



r r 



(4) 7// "=2 2^^>'^>P* (5 = 1,2, ...,r). 

Les constantes Cj^j, sont celles qui définissent la structure du groupe (i), 
et Ton a tenu compte des relations 

Les équations (4) sont des équations linéaires à coefficients constants, 
dont l'intégration dépend, par suite, seulement de la résolution d'une 
équation algébrique. Elles admettent r solutions indépendantes, qui, por- 
tées dans (3), fourniront r transformations infinitésimales indépendantes 

r 

(5) \k/= 2 P*^(OXa/ (A- = 1, 2, . ..,/•), 

laissant invariante l'équation (2). Le crochet de deux d'entre elles, étant 
de la forme (3) et laissant encore invariante l'équation (2), est forcémenl 
une combinaison linéaire à coefficients constants des transformations (5); 
et, comme le groupe que celles-ci forment ne diffère pas, quand on traite 
/comme une constante du groupe (i), on peut supposer les transformations 
(5) choisies par exemple de manière que l'on ait, en même temps, 

r r 



*=i *=i 
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On esl des lors ramené à un problème tout semblable à celui du n® 7, 
et l'on retrouverait par suite sans peine, par cette voie, tous les résultats 
précédemment obtenus sur la nature des intégrations que nécessite le pro- 
blème considéré. 

Remarquons que le système (4) est équivalent à Téquation aux dérivées 
partielles 

r 
k = i 

où les transformations infinitésimales Ea/ sont, suivant la notation habi- 
tuelle, celles du groupe adjoint du groupe (i), de sorte que Ton pourrait 
prendre pour les p^h les coefficients qui figurent dans les équations cano- 
niques de ce groupe adjoint. On en conclurait bien facilement que le résul- 
tat actuel ne diffère pas de celui du n® iO, lorsqu'on applique au système 
( >) (n*^ 10) la méthode de Mayer, en supposant que les groupes A^/et B^f 
y sont les groupes paramétriques canoniques. 

Mais la méthode présente a l'avantage de ne supposer connus que les 
théorèmes les plus fondamentaux de la théorie des groupes. 

14. Cette méthode a un autre avantage, celui de pouvoir s'étendre à 
l'intégration d'une équation de Lie quelconque 



(6) \f=^J-^'^e,(t)\,/=o. 



k = i 



Cherchons en effet de nouveau les transformations de la forme 



(3) y/=^Pk{t)\kA 



ifr = l 



qui satisfont à l'identité (A/, Y/) = o. Il vient, en développant les cal- 
culs, 



2 ^•-2:2«»A«)x,/ 



c'est-à-dire que les p^ sont définis par le système linéaire 

r r 
A = 1 ;= 1 
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équivalent à Téquation de Lie 

r 

(8) %-^^OA{nEn/=o, 

où intervient le groupe adjoint de celui qui figure dans Téquation donnée 
(6), et que nous pouvons appeler Yéquation de Lie adjointe à l'équa- 
tioD(6). Ce système linéaire intégré, on en déduira, comme précédemment, 
un groupe 

r 

(9) ^ ^kf=^V,n{t)\,J (A— 1,2, ...,/•), 

auquel on peut supposer la structure cy^i» et Ton sera ramené au pro- 
blème normal {voir n° 5) de M. Lie, c'est-à-dire à de nouvelles équations 
linéaires, ou à des quadratures auxiliaires, par les mêmes opérations (ju'au 
n*»7. 

Le fait essentiel de la réduction des équations de Lie aux étjualioiis 
linéaires, toutes les fois que le groupe correspondant est transitif, se trouve 
ainsi établi. 

15. Une fois déterminées les transformations (9), on peut achever la 
question autrement, en imaginant que Ton cherche, d'autre part, les trans- 
formations infinitésimales échangeables avec chacune des transformations 
(i), ce qui a l'avantage de ne plus faire intervenir les fonctions 6/i(/). C'est 
un problème qu'il serait facile de traiter directement, mais nous nous con- 
tenterons de remarquer qu'il est équivalent, à certaines quadratures près, 
au plus, à celui de la détermination des équations finies du groupe (i). Car 
d'une part nous avons vu que, ces transformations une fois déterminées, le 
calcul des équations finies du groupe exige au plus des quadratures ('); et 
M. Lie a montré d'autre part que ces transformations se déduisent par des 
éliminations des équations finies du groupe, supposées connues (^). 

Nous pouvons alors supposer le groupe (i) transitif, car s'il ne l'est pas, 
on connaît ses invariants, et, en les prenant comme variables nouvelles, on 



(^) Voir 11° 11 : nous n'avons raisonné que sur les groupes transitifs, mais il est facile 
d'étendre les résultats aux groupes intransitifs, en remarquant que les invariants sont alors 
connus. 

(•) Voir Théorie der Transf.-gruppen, t. I, p. 894, 5i3 et suivantes. 
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REMARQUES SUR QUELQUES POINTS 
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THÉORIE DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES, 



PAR M. E. VESSIOT, 



Chargé de Cours à la Faculté des Sciences de Toulouse. 



I. — Sur la réduction des singularités d'une courbe algébrique plane. 

Toute courbe algébrique plane peut être transformée birationneUe- 
ment en une autre courbe algébrique plane n'admettant pas d'autres 
points multiples que des points doubles à tangentes distinctes. 

On a donné bien des démonslralions de ce ihéorème; la suivanlc, qui se 
rapproche de celle qui a été exposée par MM. Appell et Goursat dans 
leur Ouvrage sur les fonctions algébriques, ne paraîtra cependant peut- 
être pas dénuée d'intérêt, à cause de sa simplicité et de son entière 
rigueur. 

Rappelons d'abord une propriété des cycles des courbes algébriques. Un 
cycle de degré n peut être représenté d'une infinité de manières sous la 
forme 

( I ) J7 zr jTo -f- /", j 11= Ko -+- a, /« H- flr, /»" H- . . . H- a;t /*« 4- ^, Z^"-^'- H- . . . , 

avec les conditions 

(a) /r^i, o<r<//, 6,7^0, 

X et^ désignant, dans un système quelconque de coordonnées trilinéaires, 
le rapport de deux des coordonnées à la troisième. Le nombre A' est le 
même dans tous ces modes de représentation du cycle : nous l'appellerons, 
pour abréger le langage, le rang du cycle. 

Pour établir ce lemme, nous remarquons que ce nombre A* peut-être 

Fac. de T. — X. D. I 
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défini jiar la proprif-té suivanU* : pour l'origine du cycle, les k premières 

dérivées -^ , -—^ > - - -, -r-- restent finies, tandis que la suivante . . , devient 

infinie. On le voit immédiatement en tirant des équations O; la valeur de 
y en fonction de j: 

et prenant les dérivées successives du second membre par rapport à x. 

Cela posé, une transformation de coordonnées quelconque est définie 

par des formules 

V _ A B 

A --.- » I -TT > 

OÙ A, B, i\ sont des fonctions linéaires de x el^; et, pour qu'elle conduise 
à dr*s formules de la même forme que les équations (i), il faut et il suffit, 
d'abord que C reste finie pour Torij^inc du cycle, et en second lieu que la 
Uinj^ente au cycle ne soit pas parallèle à la droite A = o, c'est-à-dire que 

-.^ reste aussi finie pour Torij^ine du cycle. Cette dérivée est de la forme 

cl l'on a 

dx O 






d'i\ 
et Ton en conclut que la dérivée -7^ a pour dénominateur une puissance de 

IVx|)ression (A,4- A^^h qui ne s'annule pas pour l'origine du cycle, 

en v<»rlu de Thypothèse, et pour numérateur un polynôme en x^y^-^y 

d* y d'f y • 

7 i ' • • •) -/■;>,» (jui reste donc fini en ce point, tant que q ne dépasse pas A". 

Ii(» nombre» A* ne peut donc pas diminuer par une transformation de coor- 
données, (•l, j)ar siiil(», ne peut pas augmenter non plus, à cause de la trans- 
foi'inalioii invers(\ L<» loinnie annoncé est donc établi (*). 



M) i'.c.llr rcMiiarcpitî nous paraîl indispensable j)Our donner aussi à la démonslralion 
• II' MM. A|)|)»!ll ri (ioursai, à laquelle nous faisions allusion en commençant, une entière 



I ij^m'ur". 



-.»^ 



r 
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Considérant une courbe algébrique plane quelconque, appliquons-lui la 
transformation formée par le produit des deux suivantes : i® une trans- 
formation projective générale T; 2° la transformation T' définie par les 
formules 

oii/^=o est l'équation de la courbe considérée C, après la transformation 
projective T. Pour la commodité du langage, nous interpréterons x et y 
comme des coordonnées cartésiennes, et, à cause de l'indétermination de 
la transformation T, on pourra supposer que les axes de coordonnées occu- 
pent, par rapport à la courbe a, une position tout à fait quelconque. 

Le théorème résultera des remarques suivantes : 

(a). La transformation est birationnelle . — En effet, les points de 
contact des tangentes à la courbe a, qui sont parallèles à une direction don- 
née, sont, quelle que soit cette direction, en nombre limité : car ce sont 
les points communs à cette courbe, supposée indécomposable, et à la 
courbe de degré moindre 

dont l'équation ne peut se réduire à une identité, puisqu'on aurait alors, 

pour tous les points de C, -j^ = const., c'est-à-dire que c serait une droite, 

cas que l'on peut écarter. L'ensemble des droites D joignant deux points en 
lesquels les tangentes sont parallèles ne dépend donc que d'un paramètre : 
on peut par suite supposer l'axe des y, qui est arbitraire, tellement choisi 
qu'il ne soit parallèle qu'à un nombre limité de ces droites, c'est-à-dire 
qu'en général à un point ($,y]) de la courbe transformée C' ne correspond 
qu'un point de la courbe e. 

(6). La transformation n^élè^e le degré d'aucun cycle. — Cela 
résulte immédiatement de la première des équations (3). En particulier, 
tout cycle linéaire reste linéaire. 

(c). Étudions maintenant Xeffet de la transformation sur un cycle 
non linéaire. On peut supposer (grâce à la transformation T) ce cycle 
représenté par les équations (i), d'où l'on déduit 



■ ' ^ - ^ 

il %j'rfjl 

r 

: - / ^ - « . r ^ 'ï — : r. : — . 

'l rouiffi^: r ^ fi. ou ':u 'Jrdpiil. ^jhr l*: procrdr: cl<i*s>ji^-e dïi rrtoar in- 

^>n conrluf d^- la qu^-. /)<zr «/*/? suite de trariJsformati-yn.$ H. o/i p^ui 
ramener la eourhe à n'ai^olr fAuJi que d^.^ r\'cle% lin^^aires. Sopp«>5«jn5 
doiir rj: yjc.Uïif'ï nr-ului ohUTiu. et montrons qu'on [r-ut faire en ?<"jrle 
qu'il n'y Hïi ytiuiHv* plus de deux de ces cycles ayant même orîirine, el que 
deux tels cmW^ n'aient pas niême lanirente. C'est, sous une autre forme, 
le tliéor«rfne à démontrer, et cela va résulter de quelques nouvelles 
remarques. 

( d). Soient deux cycles de la courbe Z ayant même origine : on peut 
^jrrâce à la transfornjation T ; les supposer représentés parles formules 

et les cycles transformés sont alors 

^ /*,, . /, r, - - ^, "xa^t --...— /ifl/i/'^-* — I /i — i)/i/k^i/'' — .. .. 

Si drinc // . o, les cycles transformés n'ont plus même origine: si A = i* 
ils ne sont plus tangents; si // > i , leur ordre de contact est inférieur à celui 
des cycles |>rimihrs. 
! ( r ), La transformation n'introduit y comme points multiples nou- 

vraux, f/urf 1rs points doubles. Les points multiples introduits proviennent 

de lii réunion d<*s jioinls de la courbe Z qui ont même abscisse et des tan- 

grnh's p;inillcb*s; il s'agit donc de démontrer qu'on peut, par la transfor- 

I ni;ition T, lîiirc en sorir (|iril ne [)uisse y avoir plus de deux points ayant 

niéim- ;ibsri.sse el des liingenles j)aralléles, et que parmi ces deux points, 
aijeijii ne soii. (léji'i un point inullij)le do C. 

^ioninnî on <lispose en piirliculier de la direction de Taxe dcs^', il suffit 
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de montrer que les droites qui rencontrent G en trois points où les tangentes 
soient parallèles sont en nombre limité (*). Or cela revient à dire que, si 
Ton considère les tangentes à G parallèles à une direction, il n'y a pas, 
quelle que soit cette direction, trois points de contact en ligne droite. 
Comme, de plus, G n'est déterminée qu'à une transformation projective 
près (T), on peut faire cette hypothèse à moins que la courbe donnée n'ait 
cette propriété que, parmi les points de contact des tangentes issues d'un 
point quelconque P, il y en ait toujours trois en ligne droite ; M, M<, M^. 
Examinons ce qui en résulterait : P variant d'une manière continue, les 
points M, M<, Ma varient aussi d'une manière continue, car ils sont déter- 
minés par une équation algébrique, dont les coefficients dépendent ration- 
nellement des coordonnées de P. Si donc P se déplace sur la tangente en M 
à la courbe, la droite M, M^ pivotera autour du point M et les tangentes en 
M, et M2 iront toujours se couper sur la tangente fixe en M. Si, par une 
projection, nous rejetons cette tangente à l'infini, nous aurons une courbe 
que toutes les droites parallèles à une même direction, celle de l'axe des j^ 
par exemple, couperont en deux points où les tangentes sont parallèles : 
soient {x^y)^ {^'^y) ^^^ deux points, qui varient en même temps d'une 

manière continue. Gomme on a à la fois x'=^ x.-j-, = -^j on en conclut 

y^^y-^-a^ C'est-à-dire que la courbe admet une translation : puisqu'elle 
est indécomposable, elle se réduirait donc à une droite (^). Même ainsi, du 
reste, l'hypothèse examinée est impossible. 

(^). Les points doubles introduits ont des tangentes distinctes. — 
Nous servant toujours du même mode de raisonnement, il nous suffira de 
démontrer qu'il n'y a pas, sur la courbe G, une infinité de couples de points 

pour lesquels -^ et j^ aient même valeur. Soient en effet (ic, y){x\y') les 

deux points d'un tel couple : ils varieraient ensemble d'une manière conti- 



(*) Par les droites D joignant deux points où les tangentes sont parallèles, et dont Tune 
est un point multiple, un raisonnement fait plus haut montre qu'elles sont aussi en nombre 
limité. On peut donc supposer que Taxe des y n'est parallèle à aucune d'elles. 

(*) On peut le montrer ainsi. L'équation f{x^y) = o doit être identique à chacune des 
équations /(ar,J^-+- na) =0, où n est un entier arbitraire; développant celte dernière par 

la formule de Taylor, on en conclut que -^ est identiquement nul; si l'équation est irrédoc- 

lible, elle est donc de la forme x = const. 
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nue, et des relations 








dy dy' 
dx dx' 


d^y d*'Y' 
dx* dx'* ' 


on déduirait 


d dy/ 


dx \ 

1 — 1 — n 



Donc ou bien ^ est constant pour une suite continue de points de ta 

courbe, qui est une droite; ou bien on a une infinité continue de couples de 
points, pour lesquels on a 

x'z^x-ha, y'=zy-i-b; 

mais c'est dire que la courbe admet une translation, et c'est encore une 
droite (*). 

On voit donc bien que, par une suite de transformations 0, on détruira 
tous les points multiples anciens, et qu'ils ne seront remplacés que par des 
points doubles à tangentes distinctes. Le théorème est donc démontré. 

II. — Si:r l'application du théorème d'Adel a la (iéométrie. 

On sait que l'on déduit immédiatement du théorème d'Abel certaines 
conditions transcendantes que doivent remplir nçr points d'une courbe indé- 
composable de degré /^ donnée C, pour constituer le système des points 
d'intersections de cette courbe C avec une courbe quelconque de degré Çj 
Cq. Pour démontrer que ces conditions nécessaires sont aussi suffisantes, 
Clebsch, et les auteurs qui ont repris la question après lui, se servent des 
résultats du problème de l'inçersion de Jacobi, et du problème de V inver- 
sion généî^alisé, La démonstration que nous allons indiquer est tout autre. 
Elle s'appHqucrait facilement au cas où la courbe C a des singularités 
quelconques : pour simpUficr nous nous bornerons, avec Clebsch, au cas où 
elle ne présente que des points doubles à tangentes distinctes ou à rebrous- 
semcnt simple (dit de première espèce), qu'on peut supposer tous à dislance 
finie. 



( ' ) Si l'on considère comme évidentes les remarques (e) cl (/). comme le font MM. Ap- 
|)oll cl Goursat pour des poinls analogues de leur démonstration, on arrive au but plus ra- 
|)i(iomeni. Mais l«'s e\f>lioaliuns que nous donnons nous paraissent indispensables pour 
iiH'ltrc les deux fails en question tout à fait hors de doute. 
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• Nous pouvons supposer aussi que les asymptotes sont toutes à distance 
finie, et qu'aucune n'est parallèle à l'axe des^. 

1. Cas des courbes adjointes. — Nous nous servirons du lemme sui- 
vant : 

Toute intégrale abélienne de la courbe considé?'éef(x^y) = o, n ayant 
p€ts de point singulier à distance /inie, est de la forme 

où ^{xyy) est un polynôme adjoint. La démonstration est toute sem- 
blable à celle qui est donnée par MM. Appcll et Goursat, au Chapitre VII 
de FOuvrage déjà cité, pour établir la forme des intégrales de première 
espèce. Nous admettons donc ce lemme et passons à la proposition à éta- 
blir, qui peut s'énoncer ainsi qu'il suit, en désignant par d le nombre total 
des points doubles de C, et par w, {x^y)^ . . ., Up{x^y) un système d'inté- 
.grales normales de première espèce attachées à cette courbe : 
Deux systèmes de nq — 2d=^ s points de la courbe considérée 

(a) («;,^;), «,Kh ..., («;,^;), 

élant liés par les relations 

s s 

(3) ^ "a(«*,^*) = 2 «/,(«!, b's) (/izn 1,2, . . .,yy), 



Ar = 1 A— I 



oà les périodes sous-entendues par les signes^ sont des périodes cotTes- 
pondantes, si l'un des systèmes constitue le système des points d'inter- 
section (^mobiles) d'une courbe adjointe de degré q aiec la courbe 
proposée y il en est de même de Vautre. 

Soit, en effet, g {x^y) = o la courbe adjointe que l'on suppose couper C, 
en plus des points doubles, aux points (2) par exemple. Les systèmes (i) 
et (2) peuvent avoir un certain nombre de points communs : désignons 
par (P) leur ensemble, par (M) celui des autres points (i), par (M') celui 
des autres points (2). Si l'on supprime les termes comnjuns aux deux 
membres dans les relations (3), elles expriment^ en vertu de la réciproque 
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du théorème d'Abel pour les intégrales de première espèce, qu'il existe une 
fraction rationnelle R (a;, y^ admettant pour infinis les points (M') et pour 
zéros les points (M). Si nous considérons alors l'intégrale abélienne 

à} 

on voit facilement qu'elle n'a aucun point singulier à distance finie; elle 
est donc, en vertu du lemme, de la forme 

* dx 

h (xjy) = o étant une nouvelle courbe adjointe, c'est-à-dire que l'on a 

R(j:, v) = — ) — '—[y 

et, par suite, les zéros de h(xy y) doivent être, en plus des points doubles 
de C, qui comptent pour 2rf, les points (M), zéros de R, et les points (P), 
zéros de g (x^ y) qui ne sont pas des infinis de R. La courbe h (a?, ^) = o 
est donc une courbe adjointe ayant les points (i) pour ses points d'inter- 
section (mobiles) avec C et, dès lors, est en plus de degré g. Le théorème 
est donc établi. 

2. Cas des courbes non adjointes. — Parmi les points doubles de la 
courbe, on met à part /?' points à tangentes distinctes, que nous appellerons 
les points (A), et p"" points de rebroussement, que nous nommerons les 
points (B). A chacun des premiers correspond, comme l'on sait, une inté- 
grale normale de troisième espèce 

/* dx 

dy 

et à chacun des points (B) une intégrale normale de seconde espèce 

J à^ 

chacune des courbes ^i=^ o, />= ^ étant de degré a2 — 3, et passant par 
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tous les points multiples de la courbe C, sauf le point correspondant. Cela 
posé, le théorème à établir peut s'énoncer ainsi : 

Deux systèmes de s = nq —- i (d — p' — p") points de la courbe consi- 
dérée 

(a) («i.^i), {a\,b\), ..., {a's.b's), 

étant liés par les p -^p' -^ p" relations 

s s 

(3) 2 w/,(a„ 6^ = 2 £//,(<?;, b',) (A 1=1, 2, ..,,p), 

k=\ k-\ 

s s 

(4) ^^i{asybs)^^n5i{a'syb's) (/= i, 2, ...,/>' ), 



k = \ kzz\ 



(5) 2^> {as.bs) ^2^> {^'s.b's) (j =1,2, ...,/>''), 



k = l k=zl 



OÙ les périodes sous-entendues par les divej's signes ^= sont des périodes 
correspondantes {en tant que périodes cycliques), si l'un des systèmes 
constitue le système des points d'intersection {mobiles) de la courbe 
proposée C avec une cour^be de degrv q^ assujettie à passer par tous les 
points multiples de C, autres que les points (A) <?/ (B), // en est de même 
de l'autre système de points. 

Désignons encore par g (x, y) = o la courbe de degré q, dont le système 
complet des points d'intersection avec C se compose, par hypothèse, des 
points doubles de C autres que les points (A) et (B) (chacun compté 
double) et des s points (2). Représentons de nouveau par (P) Tensemblo 
des points communs à (i) et (2), par (M) et (M') l'ensemble des autres 
points (i) et (2), respectivement; et imaginons qu'on ail rayé les ternies 
communs aux deux membres de cliacune des égalités (3), (/J) et (5). Gela 
fait, en vertu des égalités Ci) et de la réciproque du théorème d'Abel pour 
les intégrales de première espèce, il existe une fraction rationnelle R (x, y) 
ayant pour ses zéros les points (M) et, pour ses infinis, les points (M). Si, 
de plus, on compare les égalités (3), (4), (5), à celles que fournit l'appli- 
cation à cette fraction rationnelle R du théorème d'Abel pour chacune des 
intégrales w^j, CT/, ^y, on voit que cette fonction R jouit des propriétés sui- 

Fac. de T, - \, D.2 
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vaiit(»s : 1** en chacun des j)oinls (A), clic prend la nicnic valeur sur les 
deux branches d<» la courlx» (jui s(» coupent en ce point; 2** en chacun des 
points (H ), la dilVér(»ntielle dl\ est nulle. 

Si l'on considère alors d(* nouv<»au fintéfi^rale ahélienne 






on voit sans peine : (fabord, (pi'elle n'a d'autres points singuliers possibles 
à distance finie (pie les points de la courbe superposés aux points (A), et 
les points (B); et, (»nsuite, qu'en ces points elle devient infinie comme 
h^s fondions X/GT^, [kj'Cj respectivement, les X et [jl étant d<»s constantes 
convenablement choisies. 

Dès lors, rintégralc ahélienne 



p' 



/ = ! / -1 

(*sl, (Taprès le mènii* lemin<» (pu* dans le premier cas, de la form(î 






4> étant un polynôme adjoint, et l'on en conclut (pie }{(./•,>') est de la 
forme 

OÙ la (*ourbe // (x, y) — o passe visibhîment pai* tous h^s points doubles 
de il autres (pie les points (A) et les points (B). (^omme, (h? plus, ses 
autres points communs avec il doivent ètn», à (•aus(; des zéros et (l(»s infinis 
de R, l(}s points (M) et les points ( P), il (M1 résult(î (pr(*II(» (»st de degré q et 
que c'est la courbe annom^ée. 

III. — UEMAnOllE SrU LES TUANSIOKMATIONS nAriONM'J.I.KS 

DES COIÎKBES AI.GÉUUIQliES. 

Supposons (ju'à la courbe algébri(pie ch* g(»nre/? 
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corresponde, par une transformation simplement rationnelle 

(T> ^^=:M(^,/), r.=:N(j^,7), 

une courbe algébrique de genre inférieur cr 

(y) 9(;,Tn) — o, 

de sorte qu'à un point quelconque (^,v)) de courbe y correspondent, par 
exemple^ q points de (C) 

Désignons par £ une surface de Riemann correspondant à la courbe (y), 
et S une surface de Riemann correspondant à la courbe (C), et qu'on peut 
se représenter, par exemple, comme formée de q feuillets appliqués sur il, 
en prenant pour 2 une surface fermée avec ex trous ('). Le point (^, r^) se 
déplaçant d'une manière continue sur 1, les q points (i) se déplacent aussi 
d^une manière continue sur S; et si le point (^jYj) décrit ainsi sur 2 un 
contour fermé, il en résulte une certaine permutation des points (i). Ue 
plus, la surface S étant connexe, puisque la courbe (C) est supposée indé- 
composable, on peut cboisir le contour fermé par lequel (^, y)) revient à sa 
position initiale, de façon que deux quelconques des points (i), choisis à 
Tavance, se succèdent par la permutation correspondante. 

Cela posé, soit u{x^y) une intégrale de première espèce, quelconque, 
de la courbe (C), et considérons la somme 

(a) w(.ï^i,.Vi) 4- w(.i:„ 7',) -h. ..4- w (./> jv). 

Si on lui applique le raisonnement célèbre par kupiel Riemann démontre 
le théorème d'Abel pour les intégrales de première espèce, on voit que c'est 
une fonction de (?,iri), dont la différentielle est ralionnelle, et qui resle 
finie en tout point de 2. C'est donc une intégrale de première espèce ('^) 
w(^^ Y)) de la courbe (v) 

(3) ^ u{xk,yk) = »»^(?, Yi). 



(*) Celle idée a élé déjà utilisée par M. Hiirwilz dans son Travail : ileber Al^ebraisclie 
Gebilde mit eindeuligen Transforniaiionen in sich (Math. Annalen, i. XLf). 

(') Ce résultat a élé aussi indiqué par M.Hurwilz dans une noie de son Mémoire Sur le 
Principe de correspondance (Berichte der K. Sachs, Gesellschaft der Wiss., i886j; mais 
les remarques qui suivent nous paraissent nouvelles. 
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lurivons les relations de celle forme pour /» inlôgralcsric première espère 
indépendantes atlaeliées à la eourbe ( (^ ) 

( i) 2"**-''*' y-^ "" "■"'-■■ "'* (A r:i i. a p). 

(lonuiie la coiirb<* (y) ^^^ ''"^ pcMirr ci <C p, 1rs seconds membres sont 
fonctions linéaires à coefiicieiits constants de xs intégrales iv(Ç,t]) seule- 
mcnl. On peut donc choisir les intégrales ii^(x,y) de manière que, dans 
p — cj au moins des n^lations (1), les seconds membres soient constants. Il 
est du reste impossible que cela ait lieu dans plus (\c p — m de ces relations, 
car toute intégrale «'(S, ï)) se change, par la transformation (T), en une 
intégrale de première espèce de (C) que l'on peut représenter par- h (x,;»'), 
de sorte qu'on peut écrin^ 

1 
"•(:, Y)}r:.l«(x,..,,) ^^ «(■'■... >i)^..-= 2"^ '"*'■'■'*■ 

On doit donc obtenir, dans les seconds niendires des équations (4), 
CI intégrales indépendantes et, par suite, on en peut déduire exactement 
p — cf relations de m^nie forme, à seconds membres constants. On peut 
donc énoncer le résultat suivant : 

A la tratit/oriiKiiion .tiniplr/nenf rallonnellr considérée correspond 
un Hyslèini' de p — cj intégra/fs ahêUennes de première espèce de Ut 
courbf (('.), I '/.(x, y), linéairemeiil indépendantes, telles que les diffé- 
rents points (i) (/iti eurrespondeiil à un même point tie la courbe 
transformée (y ) sont liés, quel que soit re point, par les p — a relations 
transcendiinfes 

1 
(r.) 2 ^"^■'''•' '^^'^ ^' (A ^: I. -^ /' - o)> 

où les seconds membres sont des constantes. 

Ces relalions ( > ), (pii rappellent d'une manière ri'a|i])aiite k"; équations 
<lii théorème il'Abel pou i- les intégrales ahélieniies, peuvent être ennsidi 
comme en fomnissaiit une généralîsatiim. ("ar on retondie sur l'- tliéoW-rO| 
d'Abel lui-iiième, si l'cm suppose que la coiiibe (y) est unicursale : on pw 
en elVel supposer alors qu'un ail fait en sorle, par une transforninUon hii 
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lionnelle, que ï] soit une Ibnclioii rationnelle de S, cl alors les points (i) 
sont les zéros de réqiialion ^ = M (x, y). 

A un autre point de vii«, le résultat précédent est lié à la question si 
importante de la rcduclion des intégrales abélicunes. Nous allons inontror 
en effet que les inléf^ralcft U^(-f, ^) constituent un systènn: df p — ro 
intégrales de. première espèce, se réduisant au fleure p — m. 

Pour le démontrer, reprenons la relation générale (3 ). Supposons tpi'on 
ait tracé sur 2 et sur S respectivement deux systèmes de sections cano- 
niques, et désignons para,. ..(z^, b,. . .//p les modules de périodicité de Tinté- 
grale u(x,y), par «,...«□, '^,../fi„ vcvik do l'intégrale «-(S, ïj). Si le 
point (ï,ïj) décrit un cycle (juolcoii([ue, chacun des points (i ) pourra tra- 
verser une ou plusieurs sections canoniques de S, une ou plusieurs fois, de 
sorte que le premier membre de l'idenlilé { 3) reprendra la même valeur 
augmentée de certains mulliples des modules de périodicité de u(x, y)y ces 
multiples ne dépendant que du contour décrit par le point (^, r,) et non de 
llntcgralc considérée. Si donc on prend pour ce contour, successivcmeni, 
chacune des courbes dont les deu\ bords forment les sections canoniques 
de«, on obtiendra 2ci relalions de la forme 

OÙ les entiers rn^/,, n*^, m\^, n,,,, sont les mêmes, quelle que soit l'inlégrale 
considérée «(x, _>). 

De plus, les premiers membres des relations (G) sont 2 m formes linéaires 
des a* et des b^, linéairement indépendantes, car nous avons vu qu'on jteul 
choisir u(j:, y) de manière que rt(^,Tj") soit une intégrale de première 
espiVe quelconque ih\ii courbe (y), de sorte (|ue les 20 périodes a,, ..., «□, 
^,, • . ., ^u sont indépendantes. 

Iles lors, si nous ajipllquons les rehilinns (6) au\ intégrales li/,{ur,y ), 

les intégrales w(j:,y) cori-espondantes sont <Ios constantes, en veitn des 

relations (5), et les seconds membres des relallons (0) sont nuls. Les 

Iules de périodicité de ces diilërentes inlégrales sont donc liés par les 
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^ 'f^h^jh-^ 2 '^t^h^Jh^^ 



(X- -T I, 2, . . .jBj), 



hzz\ 
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A-i 



^ ''*i/i Ay/, -h 2 /li/, Ry/,— O 



( /i' — _ 1 , 2 , . . . , BJ ) 



Al 



A.-l 



(y^ 1,11, . .., /> — ct) 



ol, par suite, s'oxpriiuenl ])ar les mêmes combinaisons linéaires à coeffi- 
cients «Mitiers d'un cerlain svsteme de a(/> — us) pério<les indépendantes. 
Si nous nMiiarqnons <Mitin cpie, (Kaprès et» rpii préciMle, on pent associer 
aux f) — vn inté};ral<*s L'a( ./*, y)f pour (*onslitu(*r un svslèinc* de p intéf^rah*s 
in(lépen(lant(\s d(» premier*» (»spèce anaclié<*s à la courlx* (], cj inléjjfralcs 
prov(Miant des inléji^rah»s d(» (y) p«*''lîi Iransformation (1^) el ([ui, par suite*, 
s(» ré<luisenl d<» ItMir eolé au j^enre nr, nous voyons <pie nous reirouvons ici, 
a\ec Vinirrpt'èlalion drsdrit.v syslrinrs (t'infrf^rdlrs rcflitrtihlrSy un cas 
parlieuli(îr du ihéorèiiK» j;;énéral <lonné par M. Picard dans le cas de p = 2, 
puis par M. I\)incaré dans le cas panerai : Lui'sfiu'un sys(()f//r de nr infr- 
*^ralrs ahrlirnurs dr pvriuutn* rspiwi'y (V unr roitrbr de ^rurr p^ s\ihais.S(* 
an i^riirc n, il rxistr un système romplèinentaire de p — ct in(êi:^ra/es 
(/e première espèrr. de /</ même eotfrhe, s'ahaissanf ou f(rnre p — tn. 
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LtTUDE CALORIMÉTRIQUE (COMPLÈTE 

DES LIQUIDES SATURÉS, 

PAR M. E. MATHIAS, 

Professeur de Physique à la Facuilé des Sciences de Toulouse. 



i. Introduction, — Un liquide, en présence de sa vapeur saturée, est 
complètement connu au point de vue calorimétrique quand on a déterminé 
la loi de variation avec la température des quantités suivantes : 

Chaleur de vaporisation interne et externe; 

Chaleur spécifique du liquide saturé; 

Chaleur spécifique de la vapeur saturée. 

Ce Mémoire a pour but d'indiquer une méthode générale, directe et sûre 
pour arriver à la connaissance des trois éléments précédents; cela constitue 
ce que j'appelle Vétude calorimétrique complète d'un liquide saturé, 

La méthode s'applique tout naturellement aux gaz liquéfiés qui rentrent 

dans le ca^ général des liquides saturés. 

• 

Historique, — L'historique de la détermination expérimentale de la 
chaleur de vaporisation des gaz liquéfiés a été fait dans ma thèse (*). Je 
rappellerai seulement que la méthode calorimétrique à température con- 
stante, que j'ai proposée et mise en œuvre pour cet objet, donne directe- 
ment la chaleur de vaporisation des corps à la température ordinaire des 
laboratoires y et ce n'est que dans le cas de l'acide carbonique et du 
protoxyde d'azote que j'ai pu l'utiliser pour trouver, jusqu'à la tempé- 
rature critique, la variation de la chaleur de vaporisation. 

Il faudrait faire subir à cette méthode des modifications sérieuses pour 



(*) Ann, de Chim, et de Phys,^ 1890, et Journ, de Phys.^ 2* série, l. IX, p. 449î 1890. 
Fac, de T, — X. E. I 
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l'appliquer, exclusivement à tout autre, à des corps dont la température 
critique est très supérieure à la température ambiante. Dans le cas général, 
ma méthode semble donc perdre beaucoup de l'intérêt qu'elle avait pré- 
senté dans le cas de l'acide carbonique et du protoxyde d'azote. La suite de 
ce Mémoire montrera que ce n'est là qu'une apparence et que l'intérêt de 
la métliode reste entier puisque les données qu'elle fournit interviennent 
nécessairement et naturellement dans la solution du problème très général 
([ue je me suis posé. 

La chaleur spécifique des gaz liquéfiés a été très peu étudiée. Les expé- 
riences de Regnault sur ce sujet ont été perdues en 1870; on sait seulement 
que, d'après lui, pour l'acide carbonique, la chaleur spécifique du liquide 
ne doit pas être éloignée de o,3oo et qu'elle doit être 0,799 pour l'ammo- 
niaque liquéfiée (*). Depuis, il n'y a guère eu que quatre mesures de 
Nadejdine (^) sur l'acide sulfureux liquide entre — 20° et -H 10® et quelques 
récentes mesures de MM. C. Ludeking et J.-E. Starr sur l'ammoniaque 
liquide entre 26® et 46® ('). 

Nadejdine se proposait de chercher les relations existant entre les capa- 
cités calorifiques et les autres propriétés calorifiques des liquides. Ses 
déterminations expérimentales étaient faites par la méthode de WuUner. 

Des sphères de verre (chaleur spécifique 0,197) étaient remplies des 
liquides expérimentés (4o^ à So^*") et fermées hermétiquement, soit en 
étirant le col, soit par un bouchon de liège dans lequel était encastré un 
thermomètre. 

Pour les températures supérieures à o®, le réchauffeur était un bain de 
mercure; pour les températures inférieures à o®, Nadejdine employait un 
mélange de neige et de sel placé dans le compartiment intérieur d'un calo- 
rimètre de Lavoisier et Laplace. Enfin, l'appareil était plongé dans un calo- 
rimètre. Nadejdine a trouvé ainsi, pour la chaleur spécifique moyenne k de 
l'acide sulfureux liquide : 

o o 

Entre — 20, 5 et ■+- 9,0 /• = 0,31^9 

— 20 ,2 -+- 1 o , I A* = o , 3 1 90 

— 21,0 -+-i<>»9 /• = 0,39.00 

— 20,6 -4- 9,2 X=0,3l()2 



(») Voir Regnai'lt, Ann, de Chinx, et de Phys.j 4* série, t. XXIV, p. 402; 1871. 
(*) Exner Repertoriuniy t. XX, p. 446- 
(') Silliman's Journal^ mars 1893. 
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Ces nombres ont servi à vérifier une formule empirique sur laquelle je 
n'insisterai que peu dans ce Travail. 

C'est dans le but de déterminer une constante utile à l'étude du froid 
artificiel que MM. Ludeking et Starr ont mesuré la chaleur spécifique de 
rammoniaque liquide. A cet effet, lo*' environ de ce corps étaient intro- 
duits sous la pression atmosphérique dans un petit cylindre d'acier de 
16", 122 de capacité, fermé par une vis en acier et préalablement refroidi. 
Un très petit volume de vapeur saturée surmontait le liquide de façon à 
pouvoir négliger la correction due à la chaleur de vaporisation du liquide. 

Le cylindre d'acier était placé dans l'appareil à chaleur spécifique de 
Regnault, chauffé par la vapeur de sulfure de carbone. Le mode expéri- 
mental suivi était, dans tous ses détails, celui de Regnault. L'influeucc du 
rayonnement était réduite au minimum par la méthode de compensation 
de Rumford. 

Pour essayer d'apprécier et de corriger l'erreur provenant de la chaleur 
de vaporisation, une deuxième série d'expériences fut faite dans laquelle le 
cylindre d'acier était refroidi dans une bombe en fer placée dans la glace 
fondante, puis introduit dans un calorimètre à eau chaude. Les résultats 
des deux séries d'expériences furent les suivants : 

0,888 j 0,878 } 

0,897 I première série; o,863 ! deuxième série. 

0,896 ) 0,891 ) 

La moyenne générale 0,8857 ^ ^^^ adoptée par les auteurs. 

Comme on le voit, les auteurs précédents ont laissé de côté toute correc- 
tion directe relative à la chaleur de vaporisation et à la chaleur spécifique de 
Tapeur saturée. Or, dans le cas de l'ammoniaque liquéfiée, en particulier, 
la chaleur de vaporisation est énorme; elle est, en effet, d'après Regnault, 
voisine de Soo'^' à la température ordinaire ( ' ). 

En ce qui concerne la chaleur spécifique de vapeur saturée, elle n'a été, 
sauf erreur, l'objet d'aucune mesure expérimentale jusqu'à ce jour; elle 
était, pour ainsi dire, une conception purement théorique et l'on se conten- 
tait de la calculer en fonction de la chaleur spécifique du liquide et de la 
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2" La chaleur spécifique m du liquide saturé est inniiiment grande et 
positive; le rapport — tendant vers — i (Ravcau). 

Je rappellerai seulement que je suis arrivé en même temps que M. Duhem 
et par une voie différente à la conclusion précédente relative à la chaleur 
spécifique de vapeur saturée, cette conclusion impliquant l'existence d'un 
maximum de la chaleur spécifique de vapeur saturée et d'un second point 
d'inversion situé par rapport au premier plus prés de la température cri- 
tique. Malheureusement, ma démonstration donnait prise à une objection 
provenant de ce que la chaleur spécifique du liquide étant infinie et positive 
à la température critique, la relation 

dl 1 



se présente sous la forme illusoire oo — oo. 

Je me propose, dans ce qui suit, de soumettre à la sanction de l'expé- 
rience les considérations théoriques précédentes. 

2. Exposé de la méthode expérimentale employée, — L'expérience, con- 
duite comme il suit, permet de déterminer la loi de variation des quantités 
X, m, m'. Il suffit, pour cela, de disposer d'un récipient métallique A très 
résistant ('), rempli une fois pour toutes à basse température d'un gaz 
liquéfié pur et fermé hermétiquement par un robinet à pointeau R. Je sup- 
pose connue, par des expériences antérieures, la loi de variation des deux 
sortes de densités d et d' (liquide et vapeur saturée); si l'on détermine par 
lËfférence le poids total P du fluide et, par des jaugeages à l'eau, le volume 
intérieur f, de l'enveloppe A à la température de la glace fondante, 
réquation 

Jt P — 7t 



permet d'en déduire les poids -n et P — k du liquide et de la vapeur saturée 
à la température C qui correspond au volume v et aux densités d et d'. 

Première série d'expériences. — Soit à mesurer la chaleur spécifique 



(>) A6d qu'on puisse uégliger les variations du volume intérieur sous l'influence de la 
preuion du gai liquéfié. 
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moyenne du liquide saturé entre la température ambiante el une tempéra- 
ture t^ plus élevée. 

On calcule le poids du liquide qui remplit le volume p ( * ) à la tempéra- 
ture / 4- e, supérieure à / de quelques dixièmes de degré; puis on enlève 
l'excédent de gaz. Soit P le poids total du gaz liquéfié qui charge Tappareil. 
Au moyen d'une étuve à température constante, on porte A à /®; on Ty 
maintient pendant plusieurs heures, puis on le plonge dans un calorimètre 
à eau. Soient 

11 et P — 7c les poids du liquide et de la vapeur saturée à la température ini- 
tiale /°du corps; 

II' et P — u' les poids du liquide et de la vapeur saturée à la température 
finale G*^ du calorimètre; 

M le poids en eau du récipient A vide ; 

q la quantité de chaleur dégagée ; 

l'expression suivante, dans laquelle tout est connu expérimentalement, 

représente la chaleur à fournir au mélange de liquide et de vapeur saturée 
à 6° pour le porter à volume constant (^) à la température t^ à laquelle 
tout le corps est sensiblement à l'état de liquide saturé, le poids P — u de la 
vapeur saturée étant de l'ordre du milligramme ou au plus du centigramme. 
Partant du même état initial^ on peut arriver au même état final en 
imaginant d'autres transformations du mélange. Soient Q et T, Q' et T', 
Q" et T", ... la chaleur fournie et le travail extérieur produit dans la 
transformation à volume constant et dans les autres; le principe de l'équi- 
valence donne, en remarquant que T == o très sensiblement. 



I ^, ^. I 



(I) Q^Q'^gT' = Q'-^r=.... 

Transformation auxiliaire. — Vaporisons à G*^ un poids u' — u de 
liquide; si po est la chaleur de vaporisation interne du liquide à G®, la 



(*) On suppose connu le coefficient de dilatation cubique de récipient A, qui est très 
petit. 

(*) La variation de volume provenant de la dilatation de l'enveloppe A est négligeable en 
général, si l'on considère l'équivalent calorifique du travail extérieur qu'elle détermine. 
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chaleur fournie, abstraction faite du travail externe de la vaporisation, 
est (u' — ii)po. On a alors un poids u' — (u'— u) = u de liquide et un 
poids P — u de vapeur saturée à 6®. Portons séparément ces deux corps 
à ^ en les maintenant saturés; la chaleur absorbée par le liquide est 



TTd^Ô» 



a;5 étant la chaleur à fournir à i*^'' de liquide saturé pour le porter de G° à V^ 
en le laissant saturé. Le travail extérieur produit dans cette transformation 
est alors 






pdUy 


en appelant/? la pression de vapeur saturée qui correspond au volume 
spécifique u du liquide saturé. 
De même, la chaleur fournie à la vapeur saturée est 

y\ étant la chaleur à fournir à i^' de vapeur saturée pour la porter de G** à V" 
en la laissant saturée. Le travail extérieur produit dans cette transformation 
est 

(P-TU)/ /?t/a' 

en appelant u! le volume spécifique de la vapeur saturée qui correspond à/?. 
En vertu de Téquation (i), il vient 

Si Ton connaît la variation de p en fonction de la température et la cha- 
leur de vaporisation à la température ambiante, pe est connu ainsi que les 
intégrales fpdu et fpdu' qui peuvent être calculées à l'avance. Si Ton 
remarque que le coefficient P — u de /S et de fpdu' est extrêmement petit, 



f. 



température critique du corps, on pourra, à titre de première approxima- 
tion, supprimer dans Féquation (2) les trois derniers termes du second 
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membre et écrire 

(2)' Q = (?:'— 7r)po -hîT^é, 

ce qui donnera de arj une première valeur très approchée en général. La 
petitesse de u' — ir permettra même de remplacer au besoin po par une 
valeur simplement approchée. 

Pour opérer à une température i' plus élevée que /, on calculera de nou- 
veau le poids de liquide V qui remplirait A à /'-ne' (e' = quelques 
dixièmes de degré). Comme P'<P, on enlèvera de nouveau du gaz, et 
ainsi de suite jusqu'à la température critique. On aura ainsi des valeurs 
très approchées de otq , 6 variant très peu comme la température de la salle 
calorimétrique, / ayant, au contraire, des valeurs croissantes jusqu'au voi- 
sinage immédiat de la température critique du liquide expérimenté. 

On n'a ainsi que des valeurs approchées de x[ ; pour le calcul rigoureux 
il faut, de toute nécessité, passer à la seconde série d^ expériences. 

Seconde série d'expériences, — Actuellement, le récipient A contient 
un poids total de liquide et de vapeur saturée tel qu'à la température cri- 
tique te du corps, il serait rempli du fluide sous la densité critique A. Si 
Ton continue à enlever du gaz, à aucune température le vase A ne pourra 
plus être exactement rempli par le liquide seul, mais il pourra V être par 
de la vapeur saturée, 

La méthode expérimentale précédente, modifiée dans ce sens, devra 
fournir la chaleur spécifique de la vapeur saturée au lieu de la chaleur 
spécifique du liquide saturé. 

Soit donc à mesurer la chaleur spécifique moyenne de la vapeur saturée 
entre la température ambiante et une température tP plus élevée. 

On calcule le poids de vapeur saturée P qui remplit le vase A à /®, puis 
on enlève l'excédent de gaz. Au moyen de l'étuve, on porte A à la tempé- 
rature /°-i-£ (*) supérieure à t^ de plusieurs dixièmes de degré; on l'y 
maintient pendant plusieurs heures, puis on le plonge dans un calorimètre 
à eau. Soient 

tz et P — u les poids du liquide et de la vapeur saturée à la température 
finale 0^ du calorimètre; 

(!) On pourrait aussi faire en sorte qu'il ne restât qu'une trace de liquide au contact de 
la vapeur saturée. Les considérations développées à la fin de ce Mémoire montreront quel 
intérêt il peut y avoir à opérer d'une façon plutôt que de l'autre. 
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A la place de la transformation auxiliaire précédente, nous aurions pu 
imaginer la suivante. 

Deuxième transformation auxiliaire. — On porte de 0** à /® respecti- 
vement le poids 11 de liquide et le poids P — t: de vapeur saturée, en 
maintenant séparément la saturation, ce qui absorbe les quantités de cha- 
leur 

TTJTo et (P — 7r)7o 

et développe les travaux extérieurs 



û f petit et (P — Ti) / pdu'. 



Enfin à /° on vaporise le poids ii de liquide, ce qui, abstraction faite du 
travail extérieur, absorbe la quantité de chaleur 

pf étant la chaleur de vaporisation interne à r. En vertu de l'équation (i), 
il vient 



(4) Q = 7rp^-+-7rj'o-+-(P--7:)jS— g / pdu g—/ pdu\ 



La seule inconnue est donc ici p^, puisque j/'J et x[ sont connus par ce qui 
précède; l'équation (4) fournit donc immédiatement la chaleur de vapo- 
risation interne lorsqu'on a déterminé préalablement les quantités x{ 
ctjj. 

Cas général de la seconde série d* expériences, — Ce cas se présente 
lorsque, à la température constante t^ de l'étuve, il reste du liquide en pré- 
sence de la vapeur saturée. Conservons les notations de la page 8 {seconde 
série d* expériences) et soient ii' et P — t:' les poids du liquide et de la 
vapeur saturée à la température initiale /®. 

L'expression suivante 

représente la chaleur à foCyrnir au mélange de liquide et de vapeur à O^pour 
le porter à volume constant à la température t^. La première transforma- 
tion auxiliaire donne alors, en vaporisant le poids (ir — t:') de liquide à la 
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température 0, 

(3') Q = (7:-7r')pf,4-(P-7r')j,;4-7:\rJ--~ f pdu-^-^f pdu\ 

On voit que, dans ce cas, y[ n'est plus expérimentalement indépendant 
de x^, 

La seconde transformation auxiliaire donne alors 



(4') 



Q:=(7:-7:')p,-i-7:4-h(l>-7:)7j-|j^ pdu-^-^ f pdu\ 



et p, est donné absolument comme dans la formule (4), à cela près que le 
coefficient qui le multiplie, t: — t:', est devenu plus petit. 

Avant d'indiquer comment on a conduit le calcul des quantités a; et y, 
donnons la réalisation expérimentale de la méthode. 



DÉTAILS expérimentaux. 



3. Récipient A. — Le récipient A était d'abord constitué par une sphère 
de cuivre d'une seule pièce (*) d'un diamètre intérieur de 3o""* et d'un 
diamètre extérieur d'environ Sa"™, 5. A l'orifice de cette sphère est soudé 
à For un tube cylindrique de même épaisseur que la sphère et d'environ 
II"™, 5 de diamètre extérieur soutenant vers le bas un tube cylindrique 
fermé en haut, terminé en bas par une sorte d'entonnoir et pénétrant d'en- 
viron 3*™ dans l'intérieur de l'appareil (^). Dans le prolongement de l'axe 



(*) On obtient dans Tindustrie des sphères creuses de cuivre, d'une seule pièce et pré- 
sentant une ouverture circulaire, en emboutissant en forme de gobelet un disque de 
cuivre d'un diamètre et d'une épaisseur convenable, puis mettant deux ou trois cents de 
ces gobelets dans une sorte de turbine où les chocs répétés dans tous les sens, les uns 
contre les autres, leur donnent la forme rigoureusement sphérique, Torifice de la sphère 
correspondant à l'ouverture du gobelet primitif. Le plus grand diamètre obtenu ainsi est 
celui que j'emploie. 

(•) Ce tube extérieur était destiné à contenir le réservoir d'un thermomètre relié à l'appa- 
reil par un bouchon fixé dans l'entonnoir. Je m'étais proposé primitivement, en effet, de dé- 
terminer la chaleur spécifique des gaz liquéfiés par la méthode du refroidissement, ce qui 
explique cette disposition. D'ailleurs, ce tube intérieur était très utile dans les expériences 
calorimétriques en faisant pénétrer l'eau du calorimètre ji^squ'au centre de la sphère. Les 
gaz liquéfiés étant très mauvais conducteurs de l'électricité (d'après M. Bouty), il doit en 
résulter, selon toute vraisemblance, qu'ils sont mauvais conducteurs de la chaleur, et l'utilité 
d'un tube intérieur ne devient plus discutable. 
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vFîiifî ^nirideur, ainsi quo la foiijjr du récijilenl A cl les pièces accessoires. 

[j' conduit destiné au refn[ili>saf:o est à anfrie droit sur le premier el 
s'ouvi'* laléralenient. l'n raccord ordinaire de très petite dimension s'en- 
j^af^^' dans l'ouverture latérale, contre laquelle il presse par rintermédiaire 
rl'un cuir, r-t amène le jraz liquèiié au moyen d'un tube capillaire de cuivre, 
f.a fixation du raccord sur la sphère s'obtient à l'aide d'une fermeture 
frfintorJni'c el d'une vis à fond [)lat dont la tète carrée se manœuvre au 
nioyn d** la uM'^nie clef f[u^' le [lointeau de la sjihère. On peut obtenir ainsi, 
^i I appar^'ii est birrn construit, une ferinr-ture hermétique. 

l/rnq;loi d iiim; clef rie inontn* a pour Inil de serrer le pointeau avec une 
;.'i;jrHh' douceui-, \)i)\\v éviter la déformation trop rapide de Textrémité 
'oiiif|U'- d'' la \'\< i\\\\ en <;sl la [lartie inq)orlanle et (pii doit fonctionner un 
ii<- ^.'laiid iionil»r<* (\r fois sans pouvoir élrt* i*eiravaillée. Va\ eiVet, un des 
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grands avantages de la mélhode exposée ici est, outre sa simplicité lliéo- 
riquc, de n'exiger fju7/// seul remplissante de Tappareil pour la lésoliilion 
complète du triple problème cpie je uic suis ])roposé. 

Le volume intérieur de la sj)hère a été déterminé par plusieurs jau- 
geages à Teau effectués à la lemj>éralure du laboratoire; ou trouve ainsi en 
moyenne 

En admettant o,oooojo pour coefficient (1<* dilatation cubiqui» du cuivre 
entre o® et loo** (*), il en résulte pourla sj)lière doréi» 

Le poids de la spbère vide, corrigé de la poussée de Tair, a été trouvé 
égal à 

Ce récipient, probablement desséché avec soin, a été rempli en deux 
fois(^) d'acide sulfureux liquide provenant de la société Piclet et ([ui était 
parfaitement pur, connue je m'en suis assuré. 11 y avait alors f8K^,()'>.')8 
d'acide sulfureux dans l'appareil, dont le poids total n^', ii.')7 4 s'est con- 
servé rigoureusement pendant prèsd(» six mois. 

L'avantage théorique consistant à résoudre le problème calorifique (b's 
liquides saturés avec un seul récipient A devient illusoire lors([u'on opère 
avec de la vapeur saturée dont la densité est petite, ce (pji se produit lors- 
qu'on est suffisamment loin de la lem])érature critique. La (juantité de 
chaleur que l'on mesure alors diflere peu de celle ([ue Ton obs(M'verait avec 
l'enveloppe vide; il en résulte que la plus petite erreur sur la capacité calo- 
rifique de celle-ci a une influence énorme sur le résultat. Dans ces condi- 



(*) Ce nombre est la moyenne <le ceux qu'on obtient, en prenant le triple des eoefUurienls 
de dilatation linéaires o,0()ooiG7S et o,oouoir)98 trouvés par M. l'izeau entre o" et 5o", ei fin 
nombre o,ooooi66<) obtenu par Matbiessen entre o" et 100". 

(•) Le remplissaj^e de la sphère A a été efleetué à la manière ordinaire en faisant d'ubr>r<l 
un vide partiel dans Tensemble de l'appareil de reniplissap:e, puis des lava^^os avec le <;a/. 
qu'on veut condenser, etc. {voir ma Tlièse). 

Dans le premier remplissajj^e, la bouteille d'acide suil'ureux était une biMiteilie di- 
cuivre renfermant 3"*^ de liqui<le, fermée par un robinet de bronze à léte carrée. Celle-ci 
s*est cassée dans ma main, le robinet étant ouvert: il n*e«t «;uère entré que r)-*", > «le «»az ilau'i 
A. Dans le second remplissage, l'acitle sulfureux était renfermé «lans une lH)uteilIe qui fuyait. 
L'ouvrier charge du remplissage de cette bouteille avait essayé de br)uch»'r la fissure de la 
bouteille avec du suif, \ous verrons plus loin l'importance de cette nrniarque. 
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lions, il vaiil mieux perdre ravaiilage qui consisle à iropérer qu'avec un 
récipient unique et adopter pour Télude de Ja chaleur spécifique de la va- 
j)eur saturée un récij)ient plus jjrand cpie celui ([ui sert pour le liquide, de 
façon à cxpérinienler sur une niasse de vapeur suffisante. 

Le second récipient dont je me suis servi a la forme d'un cylindre de 
même diamètre extérieur (jue la sphère A et d'une longueur de 7*^™ envi- 
ron. (]e cylindre est fermé [)ar deux hases léj;;éreinent convexes; la base 
supérieure porte un robinet à pointeau idenlicpie à celui de la sphère A, 
mais de la grosseur immédiatement suj)érieure (diamètre = 2""*), Texpé- 
rience ayant montré ([ue le jiointeau de la sphère n'était pas suffisamment 

Fig. 3. 




résistant ('). Le cylindre est doré comme la sphère et, comme elle, a été 
construit par MAL Ducretet et Lejeune. 11 est représenté en vraie grandeur 
par YiXfig, 2. 

|ja moyenne de [dusieurs jaugeages à Teau distillée, dans la glace fon- 
dante, a donné 

J'ai admis la même loi de dilatation que pour la s])hère. 



(') Il est cibsolumcnt ru''ccs>airc qiio rinserticm «le la pièce ('\lin(li'iquc qui porte le poin- 
toau sur le réripieiit. |)ropremenl dit soit fait «ans anj^le riMilranl, afin qu'on puii^sc facile- 
ment jaujror Tappareil. 
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Étuve. — Celle parlie cssenlîellc de l'appareil a subi des modiOcalions 
assez nombreuses. Sa première forme correspond au\ expériences failcs 
entre So" et loo" et utilise l'appareil qui devait servir aux expériences de 
refroidissemenl. 

Une enceinte métallique en cuivre, en forme de bombe, dorée à l'inlé- 
rieur, est disposée au centre d'un bain d'eau de 7'" environ, protégé contre 
le refroidissement par des plaques de feutre, de façon à simuler extérieure- 
meot un calorimètre Berthelot. La bombe portail à la partie supérieure un 




col métallique fermé par un bouchon de caoutchouc percé d'un trou qui 
laisse passer un thermomètre de Baudin au ■— de degré donnant la tempéra- 
ture de l'air intérieur. La sphère dorée est suspendue, à côté du réservoir 
du thermomètre, par un fil de soie pressé entre le bouchon de caoutchouc 
et le col de la bombe. Des agitateurs en forme de croissant, manœuvres de 
l'extérieur par des poignées de bois, servent à rendre uniforme la tempéra- 
ture de l'eau du bain. Le couvercle métallique primitif du bain est, pour 
plus de simplicité et de commodité, remplacé par une rondelle de carton de 
S"" d'épaisseur percée d'ouvertures convenables et surmontée d'une ron- 
delle de feutre de 1"", 5 présentant des ouvertures correspondantes. 

Le bain est recouvert de feutre sur sa base inférieure, sauf sur la section 
d'uae sorte de boite cylindrique de 4'^"', 5 de haut et de 9"" environ de dia- 
mètre. C'est sous cette boîte qu'on place le bec de Bunsen qui sert d'abord 
à échauffer l'eau du bain, puis à la maintenir à la température constante à 
laquelle on veut opérer. A cet effet, on obture le bec de Bunsen au moyen 
d'un couvercle en laiton percé au centre d'un très petit trou donnant avec 
le gaz privé d'air une petite flamme éclairante; on règle avec précision la 
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Iiaiitriir <]r f«îllr'-ri r»ii inari<iMivnint N; rohin^rl dn gaz au irioyfîn d'un levier 
doiil rexlr/'iiiilé sf* (Irplan? sur un arc fjradué. A la condition de se mcUre 
<Mi }:ard<* coninî Ir-s variations accidentelles de la pression du {jaz, il est 
facilf, [lar TolisiM-vation de dix en dix njinntesde la tenipéralure des thcrmo- 
ni«''tn»s ifilrrir'ur r\ cxt/*rir'nr à la hoinhe, de maintenir constante la tempé- 
rât ur<* de Tair de réluvfî à o**, i *) [irrs [ifndani [dusienrs heures. Pendant la 
dr-rnicre IwMjir*, on s'attache à rcduire a moins de o",iola variation de cette 
t'^mprialurr, dr façon à coimaltrc exactem<înl la tempéniture de la sphère 
au niom(*nt(h; son immersion dans le calorimctre (* ). 

A partir (U* 70", le hain d'eau est surmonté d'une (rouche d'huile afin 
d'empéchrrr la \aporisalion de l'eau (^). 

I.a discussirin des inconvénients du dispositif que je viens de décrire a 
montré (pj'il fallait al)solum(*nt revr^nir a C4*lui de Kef^nault, le tube dans 
leipiel on chaiille h* corps étudié étant vertical, placé au centre de Fétuve, 
et h* calorimétnr pouvant, j^race à un cl^Muin de fer, venir à un moment 
donné se plac(îi' sous Tétuve pour nîccîvoir le corps et s'éloifjner aussitôt. 

Ija disposition à lacpielle je um* suis arrêté et (pii m'a sc^rvi dans toutes 
mes expériences ulléiicures sur l'acide sulfureux est représentée ci-contrc 
(/if(. ^1). l'-lle est aisée à comprendre : elle consiste à rendre l'étuve pro- 
[iremenl dite indépendante? de la table rpii lui sert de [)ied (et, [)ar consé- 
quent, démontable) et à renq)lacer le bain de vapeur dont se servait Ile- 
fçnault par un bain (U* {jlycérine ardiydre, <pj'on pourra porter à toutes les 
tenq)ératures constantes inférieures à s?oo" ou 220'*, 



( ^ ) \\ rst plus siiii|»l«: ri plus coriinio(l<; d'assurer lii coiisIanr<r de la lempcraturc à l*ai(le 
iriiii rr;; Il la leur aiilniiiatiqiif', rruniiir j«: l'ai fait <iaii.s iim;s fi<;riii('rcs c\prri<Mires. 

(*) l/ii iiiroiivrninit. rl<; rv, pr<;iiii<;r dispositif rsl qu'on est obli;;é rie fairr passer la sphère 
par le roi de la horiilie vi de lui faire parrourir dans l'air un rliemin a««e/. lon^ avant d'ar- 
river au caloriiiièlre, re qui cause une perte de elialeur. Par des dispositions faciles à inia- 
;;iiier, rr. trajet était réduit au niininiiiin. 

A raiise de eela, dans les expériences faites à loo", j'ai reinpla<:é la bombe |»ar un tulie de 
ruivre, obli(|iie, fermé a «^es deux extrémités et plim<;eant dans le bain d'euu, disposition 
adoptée par Hr^naiilt pour la elialeur spérifiqiie des liqui<les ù basse température, f/éehauf- 
frmeiit de la spbére sr fait alors par la paroi du lubi; rd)lique sur laqu(;lle elle repose; à 
raune de reiieeiiite à double paroi du calorimètre Bertlielot, le tube <d)lique doit sortir no- 
tablement du bain priur qu'en (;lissant la «plière vienne tomber <lans l'eau du calorimètre. Il 
s'en*«uit que les parois du tube, bien (pie protégées contre le rayonnement par des matières 
uiaiivaises criuductriees et même par un véritable petit b^in liquide «greffé sur le grand, 
r'omme je l'ai fait dans plusieurs de mes <>s*iais, sont à une ttMiipérnture un peu plus basse 
au milieu du p(;tit bain qu'au milieu du ^rand bain. En passant au travers du petit bain, 
la spliére très coiidiietriee s»c refroidit nécessairement par contact et l'on troii\e ries chaleurs 
spériliques trop petites. 
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L'appareil contient 11'*^ de glycérine. Il est protégé partout, excepté en 
dessous où il est chauffe, par un feutre de 2*^™ d'épaisseur. La chaleur est pro- 
duite par une rampe de gaz annulaire (*) chauffant par des becs verticaux 

Fig. 4. 




le fond supérieur de l'étuve, par des becs inclinés à 45** vers le bas les pa- 
rois verticales du petit bain entourant le bas du tube central, enfin par des 
becs recourbés à angle droit le fond inférieur de l'étuve. Avec celte dispo- 
sition, la soupape même qui ferme le tube central est à une température très 
voisine de celle des parties intérieures du bain. 

La constance de la température du bain liquide et de la température 
indiquée par le thermomètre du tube central est maintenue soit comme je 
l'ai indiqué précédemment, soit plutôt à l'aide d'un thermo-régulateur du 
système Chancel, à vis régulatrice d'acier. Au-dessus de 100®, la variation 
maxima de la température atteint aisément o®,3 ou o®,4 en plusieurs 
heures. 

A cause de la très mauvaise conductibilité de la glycérine et de l'impos- 
sibilité d'agiter (*), la température n'est pas uniforme dans le tube cen- 
tral. Il faut donc étudier le champ calorifique y en se bornant aux points 
voisins de son axe, afin de connaître la température au niveau du centre du 
récipient A (sphère ou cylindre), température qu'on admet être celle de ce 
vase. 



(^) Il serait évidemment préférable de mettre sur une couronne séparée la première sé- 
rie de becs et de la commander par une prise de gaz indépendante, afin de pouvoir mieux 
identifier les températures des différentes parties du bain. 

L'appareil tout entier a été construit par M. Fauré, de Saint-Cyprien (Toulouse). 

(*) Lorsqu'on agite le bain et que la température est réglée par le thermo -régulateur, 
es flammes de la couronne de gaz se mettent à vibrer et, étant trop petites, s'éteignent. 

Foc. de T, - X. E,3 



A CCI eiVci, on fait afileurer le llicriiiomclrc du tube central successive- 
ment à difi'érents dcpn'-s de son échelle el, après quelques minutes (de trois 




H cinr] environ;, on lit la Icnipératnre, laquelle doit subir la correction du 
zén» el celle di- lu li^ii- ( ' ). On dé[ilacc ainsi le llierniomèlre de 2" en 2° à 



inirul <latiï I'^i\l- d'un .-vlindrir Je v 



ige ilaii« un bain d'eau, n'ctaii paa 
tenté de placer la ti(;c du tliermo- 
i-paisscs ferm*} par deux bouchon» 



lii!;;e. On i^ole ainsi autour ik la tige uni. i] 
uti tliL-rmumètre ili- Ilnudiii au ^^ de tleptf. 
LScrv.jir du Ibernir.mèlrc parcouit Dulc la I 
' iinartiil>li! pendant des lieurcs cniii.ri.ï [ 1 
m-, nr <li>ii pn- dltri-rcr setisibliïmcnl de 



i<->c d air dont la température vsi donnée 
''i.ltc température ne varie que de 1" quand 
iiilkur lu rylindre de verre et reste à peu 
LinpLrature réelle de la tige, dan4 ceit con- 
elle de l'air enfermé dans le cylindre de 
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partir de rorîficc inférieur du tube central, de façon a étudier le champ sur 
une longueur de i/^'", ce qui correspond sensiblement à 20*^ de Téchelle du 
thermomètre employé. On revient à plusieurs reprises et systématicpiement 
aux mômes affleurements, afin de voir si la température en un même point 
demeure constante; on noie en même temps l'indication du thermomètre 
place dans le bain de glycérine et qui est fixe; la difl'érence des deux tempé- 
ratures, pour un même point donné, est sensiblement indépendante de la 
variation de la température du bain. 

Si l'on porte en abscisses les diflerences de températures ainsi obtenues 
et en ordonnées les degrés d'affleurement du thermomètre central, les points 
obtenus dessinent une courbe continue qui représente le champ calorifique 
cherché {\o\t fig. 5). Connaissant le degré d'affleurement qui correspond 
au centre du récipient A et celui qui correspond à la position fixe du ther- 
momètre central (*), on lit immédiatement sur la courbe la correction à 
faire subir à la température finale pour avoir la tempéralure moyenne 
vraie du récipient A au momenl de son immersion dans l'eau du calorimètre. 
Pour plus de simplicité, on plaçait la sphère ou le cylindre à une distance 
constante de la soupape (le plan tangent inférieur à la sphère ou au cy- 
lindre était à 7*^" de l'ouverture) et les thermomètres étaient portés par un 
bouchon enfoncé toujours de la même quantité. 

L'ordonnée du centre du récipient A est située légèrement au-dessus de 
la région où le champ cîilorifique est constant. Malgré cette circonstance un 
peu défavorable, je n'ai pas cru devoir mettre le vase plus près de la sou- 
pape pour éviter le refroidissement qui aurait pu se produire au moment de 
l'ouverture de la soupape (*). Dans ces conditions je considère la tempéra- 
ture du récipient A, toutes corrections faites, comme connue à 0*^,2 ou 
G®, 3 près, ce qui paraîtra suffisant si Ton considère que les expériences ont 
été poussées jusqu'au voisinage de iGo** et (pie rabaissement de température, 
provenant de l'immersion dans le calorimètre, était en moyenne d'une cen- 
taine de degrés. 

Expérience calorimétrique. — La température du récipient A était 



(*) Celle posîlion y?xe csl celle du ihcrmonièlre central avani cl après l'étude du chaiii|) 
calorifîque. 

(•) L'emploi de deux couronnes de becs de gaz, indépendantes l'une de l'autre, aurait 
permis de faire en sorte que le rccipienl A fût dans la région constante du champ, ce qui 
eût été préférable. 
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maintenue conslante pendant trois ou quatre heures au moins. Pendant ce 
temps, la température de la salle calorimétrique s'élevait légèrement. L'eau 
devant servir a Texpérience était versée dans le flacon jaugé environ une 
heure avant l'immersion du récipient et le flacon abandonné à lui-même 
afin d'achever de prendre la température du laboratoire, que Teau ne 
prenait qu'avec une plus grande lenteur dans la fontaine calorimétrique. 
Au bout de trente à trente-cinq minutes, on versait l'eau dans un calori- 
mètre Berlhelot et Ton observait pendant quinze à vingt minutes la marche 
du thermomètre calorimétrique, qui était la plupart du temps inférieure 
à o**,oio. La température initiale était donc bien connue. 

Rapidement on enlevait Técran, on éteignait (ou non) le gaz, on poussait 
le calorimètre sous Tétuvc, on ouvrait la soupape, on laissait tomber le 
récipient, on coupait le fil, on refermait la soupape et l'on ramenait le calo- 
rimètre en interposant de nouveau l'écran. Toutes ces manœuvres prenaient 
environ quinze a vingt secondes pendant lesquelles le calorimètre était 
ex})osé au rayonnement de Tétuve par les ouvertures nécessaires au jeu de 
la soupape et au passage de la partie supérieure de l'agitateur du calori- 
mètre; d'où la nécessité d'une correction. 

Pendant dix minutes on observait la marche du thermomètre calorimé- 
trique (maximum et refroidissement ultérieur) après avoir eu soin, dès le 
commencement, de rallumer le gaz éteint. Puis on ramenait le calorimètre 
sous l'étuve et on l'y laissait deux minutes (après avoir eu soin d'éteindre 
ou non le gaz), enfin on notait le refroidissement du thermomètre, d'où il 
était facile de conclure l'élévation de la température du calorimètre pendant 
la station de deux minutes sous Tétuve. Une simple proportion donnait 
alors la correction initiale portant sur une durée environ 6 ou 8 fois 
moindre. 

Pendant Tobservation du refroidissement final, le thermomètre, resté 
dans le tube central de Tétuve toujours sensiblement à la même tempéra- 
ture (le refroidissement do l'étuve pendant les diverses extinctions du gaz 
étant très faible), était porté dans la glace fondante, après une période de 
refroidissement ne dépassant pas une minute et demie, de façon à observer 
son zéro déprimé, la température constante de l'étuve correspondant au 
même degré de trempe du réservoir. 

Les quantités de chalciir ainsi mesurées ont varié depuis 21 5^' jusqu'à 
i>.88:>^*'; afin d'avoir toujours des élévations de température comprises 
entre i" et 2*" on a dû employer successivement des calorimètres de 200*^*^, 
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4oo", 600" et 1000". Les deux premiers élaienl en laiton mince dor« inté- 
rieurement et extérieurement; ceux de 600*^ et 1000''" ètaienl en platine. 

Chaleur spécifique du récipient A vide. — Pour le calcul des expé- 
riences il faut connaître avec exactitude la valeur en eau de l'enveloppe 
vide, laquelle entre pour une part très importante dans les quantités de 
chaleur mesurées. A cet effet, à la fin des expériences sur la chaleur spéci- 
fique de la vapeur saturée, on vide complètement la sphère et le cylindre 
et l'on répète avec le vase vide les mêmes expériences calorimétrique» 
qu'avec le vase plein. Comme la chaleur spécifique des métaux varie assez 
peu avec la température et que la valeur en eau de la sphère n'était guère 
que de Ss', il était malaisé de faire des mesures calorimétriques suflisamment 
précises pour observer sur la sphère la variation avec ta température de 
sa capacité calorifique. Un autre élément de complication est le suivant. 

Au commencement des expériences sur la vapeur saturée, le pointeau en 
acier de la sphère s'est cassé, l'appareil étant fermé. Il a fallu enlever la 
presque totalité de l'écrou pour aller retrouver le bout de vis restant dont 
on a retaillé la partie supérieure de façon qu'on pût toujours manœuvrer 
la vis avec la même clef. La fermeture de la sphère était encore ahsoluc 
bien que le pointeau ne possédât plus que la longueur de 3 ou :i pas de vis. 
Dès lors il fatlait connaître la valeur en eau de la sphère dans les deux états. 

Les premières mesures donnèrent des résultats peu concordanis, el sur- 
tout une valeur en eau notablement plus grande que celle que l'on pouvait 
calculer d'après le poids de l'appareil et une valeur moyenne de ta chaleur 
spécifique du cuivre. La raison n'en fut trouvée que lorsque, après avoir 
inutilement répété des lavages à l'eau distillée pure ou alcoolisée, j'eus 
l'idée de laver l'appareil à Xélher pur. Je vis que ce corps dissolvait une 
matière blanche, onctueuse; je parvins à extraire cette matière et à l'isoler 
par évaporation du dissolvant. Elle fut reconnue être du suif par M. le pro- 
fesseur Deslrem, que je prie, à celte occasion, d'agréer mes plus affectueux 
remercîments. Lorsque, malgré des lavages réitérés, le poids de la sphère 
fut devenu constant, je retrouvai le poids primitif, correction faite de la 
perte de matière subie antérieuremenl ('). La présence du suif ne peut 



(1) La sphère vide préseniait d'abord sur sod poids primitif, corrigé de la quantité de 
malicre enlevée lors de l'accident de la vis, un excès de poids d'eaviron r^,tto. J'ai coni> 
mencé par attribuer cette augraentaiioD de poids à une oxydation intérieure du vase; avant 
ensuite retrouvé le poids primitif, il s'ensuit qu'il n'y a pas eu d'attaque sensible du vase par 
l'acide sulfureux. 
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vraisemblablement cire attribuée qu'à la cause accidentelle que j'ai signalée 
au cours de ce Mémoire, p. i3, note (*). 

I^a sphère ainsi nettoyée donna des résultats calorimétriques concordants 
rapportés dans ce Tableau : 

Intervalle 

<lc Valeur 

Diitos. tcnipêraliires. en eau. 

•i8 nov(;nil)re iS()4 13,7.8 à i5i ,20 3,2754 

3 décembre iSq^ 10,81 à i49,8') 3,5908 

18 « 10,79 à 99,60 3,2919 

Moycniie 3,286 

I^a chaleur spécifique de la matière moyenne du vase était donc 

3,380 , 

3^-^ =0,09.', .40. 

Avant sou accident, la sphère vide pesait 3G^% 33i6; la matière moyenne 
étant sensiblement la même qu'actuellement, la valeur en eau était donc 

o, 094 240 X 36s%33i6=:3k%424i. 

Aux nombres précédents il fallait ajouter la valeur en eau de 0^^,220 de 
suif ('). Or je n'ai pu trouver aucune détermination de la chaleur spéci- 
ficpie de colle substance; par suite, j'ai dû la mesurer directement. 

A cet effet, je me suis servi de la bouteille de platine, utilisée générale- 
ment pour la chaleur spécifique des liquides (méthode de M. Berthelot), que 
j'ai bouchée avec un chapeau de clinquant fermant à frottement doux et dans 
iatpielle j'ai mis de lo^*' à î7«'" de suif de chandelle. La première mesure a 
été faite à la manière ordinaire; dans les deux dernières j'ai calculé le re- 
froidissement par la méthode de Pfaundler. Voici les résultats obtenus : 

Toids Intervalle Chaleur 

(lu de spécifique moyenne 

Dale. suif expcrirncntc. lempératurcs. du suif. 

pr 00 

4 décembre i8(j4 io,8o> 11,40 a 130,90 0,609 

11 » '7»743 11,9.0 à 1-26,50 0,606 

12 w Ï7i743 10,61 à ioo,tj:3 o,632 

\.r dernier résultat est plus fort ({ue les autres parce que rexpérience a 



( • i L'(»rii;inc tle ce nombre est donnée dans la note précédente. 
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été troublée par Tentrée d'une grande quantité d'eau dans la bouteille 
de platine ; or on sait qu'au contact de deux liquides il se produit générale- 
ment un phénomène thermique : ici c'est un dégagement de chaleur qui 
augmente la chaleur spécifique. Dans les deux premières expériences, la 
quantité d'eau rentrée était très petite. On tiendra compte de la perturba- 
tion apportée par l'eau en admettant pour chaleur spécifique moyenne du 

suif ( * ) le nombre 

o , 600, . 

ce qui, pour les o^, 220 de suif, donne une valeur en eau de o^"", i32. 

On tiendra donc compte du suif au point de vue calorifique en admettant 
pour valeur en eau de la sphère 

Avant l'accident 3ï^4'24 -+- ©«'jiSa = 3^,55G 

Après l'accident 3«^,286 4- 0^^182 = 38^,4i8. 

La valeur en eau du cylindre a été donnée par huit expériences dont voici 
les résultats : 

InterYalle 

de Valeur 

Date. températures. en eau. 

00 Rr 

11 décembre 1895 13,7 à 149, 5 13,62 

12 » i4,5 à i52,6 i3,37 

i3 n 14,8 à i5i,3 '3,47 

14 » i4j5 à 137, 65 i3,45 

18 » 12,7 à 120,7 i3,65 

20 » 11,5 à 97,6 i3,42 

21 » 10,9 a 100,0 i3,48 

3i x> 1 1 ,0 à 81,6 i3,45 

Si Ton ne tient pas compte de l'expérience du 1 2 décembre i SgS, qui donne 
un résultat visiblement trop faible, on voit que les sept expériences restantes 
peuvent former deux groupes correspondant chacun à une expérience 
moyenne. On trouve ainsi que la valeur en eau du cylindre est 

i3*%55 entre 14° et 140'» 
i3«',45 entre 11° cl 90". 

On obtient ainsi une variation de la chaleur spécifique avec la tempéra- 

(*) Je confonds à dessein, dans le même nombre moyen, la capacité calorifique du suif à 
l'état solide et à Tétat liquide, augmentée de la cbaleur de fusion. 
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lure tout à fait analogue à celle que Landolt donne, d'après Bède, pour le 
cuivre ('). 

Pratiquement, on peut calculer le poids en eau du cylindre entre la tem- 
j)érature ambiante moyenne (i5®) et t par la formule 

M = i3p',2(i -hO,0002/). 

Conséquences de la présence du suif dans la sphère. — H y a lieu 
de considérer séparément les expériences faites sur le liquide saturé et celles 
qui se rapportent à la vapeur saturée. 

Dans le premier cas, la quantité de vapeur est tout à fait négligeable 
devant le poids du liquide et il n'y a pas lieu de tenir compte de la solubilité 
de la vapeur d'acide sulfureux dans le suif liquide (^). A la condition de 
négliger la compressibilité du suif, on peut dire qu'il a pour seule consé- 
(juence, outre l'augmentation de la valeur en eau de l'enveloppe ('), de 
diminuer le volume intérieur du récipient A d'une quantité égale à son 
propre volume, ce qui exige la connaissance du poids spécifique du suif 
aux différentes températures. 

Le cas des expériences faites sur la vapeur saturée est plus embarrassant 
parce qu'on ignore complètement l'ordre de grandeur du coefficient de 
solubilité de la vapeur saturée d'acide sulfureux dans le suif liquide. Comme 
le suif relire de la sphère, après un contact prolongé avec l'acide sulfureux 
alternant avec des chauffages à température élevée, est resté malgré cela 
inaltéré, on peut en conclure qu'il n'y a entre o® et i6o® aucune réaction 
chimique entre l'acide sulfureux et le suif et que, vraisemblablement, le 
coefficient de solubilité de l'acide gazeux dans le suif liquide est très 
faible. Dans le doute, j'ai supposé ce coefficient de solubilité égal à zéro et 
j'ai négligé, par suite, la chaleur de dissolution du gaz dans le suif liquide. 

Dans les expériences faites sur le liquide, le poids du suif est toujours 
resté une très petite fraction du poids total de l'acide sulfureux (lequel a 
varié de i8«^7 à %^%(y). 



(•) I.e cylindre pesant i44'%a9 environ, sa chaleur spécifique moyenne entre ii^et i3" 
osl, d'après ce (]ui précède, 0,09822. Kéde indique o,0933f entre rj° et 100°. La concordance 
errait aus*;i parfaite en prenant l'expérience movcnnc relative a Tintervalle i4"-i4o*. 

( -j Le<niel surna','e l'acide sulfureux liquide jusque vers -h 1 4-5". Au-dessus, le suif liquide 
élant plus lourd tombe au fond, et il n'y a pas contact entre le gaz et le suif. 

« *) On néj;lijj:o aus^i le phénomène thermique qui se produit au contact des deux liquides 
el sur lequel ou n'a aucune donnée. Il est simplement probable qu'il est petit. 
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Il est donc probable c[ue les erreurs résiduelles ([ui an'eclenl mes nombres 
dêfinilifs sont faibles ('). 

Dans les expériences portant sur la vapeur saturée, le poids du suif, à 
mesure qu'on s'éloigne de la température criticpie, devient com])arable à 
celui de la vapeur et tout à fait du même ordre de grandeur. Dans ces con- 
ditions» les corrections faites sont insuffisantes et les résultats sont incer- 
tains. 

C'est pour cette raison que j'ai tenu à faire, à l'aide du cylindre décrit 
plus haut, une série de mesures très soignées, portant sur un acide sulfureux 
dont j'ai directement vérifié la pureté et ne contenant aucun corps étrangei* 
solide. 

Densité du suif. — D'après M. Arnavon (-), la densité du suif animal 
est 0,918 à -+- i5^. Je n'ai pu trouver aucune indication sur la variation de 
cette quantité avec la température. Comme c'est l'élément essentiel de la 
correction à effectuer, j'ai pris par la méthode ordinaire du flacon la den- 
sité du suif liquide (^)à des températures voisines de 100", 120^, l 'jo", i()()". 
Bien que tous les suifs de provenance différenle ne sont pas absolument 
identiques, comme il s'agit ici d'une correction petite en soi, je n'ai pas cru 
nécessaire d'étudier plus d'un échantillon de cette matière. Voici les nom- 
bres trouvés, auquel je joins le nombre de M. Arnavon : 

l>cn«*ilé 
t. (il»scr\c(;. riilrul«'*e. 



Il 



\'j o, 1)1 80 o,ç)iS«> 

ij8,9 o,8(>'|S o,8()5o 

i>.o o,83ii o,8*»i i 

I îo o,Si7<) o,«3«>. 

i()0 »>.S'24y 0,8 >jo 

Les nombres expérimentaux sont bien rei)résentés par la fornuilt» 

o zzz o,9';î72i — 0,00061 15^ — o,ouo»>oo l'ji 1-. 



(•) On le verra plus loin cii conipnrant les numbros cunii;r* «lu suif cl c«.'U\ qui nr Ir 
sont pas. 
('*) Ag'enda du Chimiste, |>our iSyS. p. 'Jj(). 
(') Suif de chandelle du commerce. 
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CALCUL DES EXPÉUIENCES ET RÉSULTATS. 

1 . Le calcul des oxpcrienccs exige la connaissance de la chaleur de vapo- 
isation interne à la température ambiante po ^^ des intégrales / p du cl 

/ /) ffu. 

Or, dans mes expériences antérieures, j'ai mesuré la chaleur de vapori- 
sation de Tacide sulfureux à la température ordinaire, et j'en ai déduit, par 
le calcul, la chaleur de va|)orisalion interne. Les nomhresfoî^cront obtenus 
en inter|)olant les valeurs de p données p. /ïiî de ma Thèse. 

Le calcul des intégrales exige la connaissance de p en fonction de la tem- 
])érature; M. J. Bertrand, d'une part, 1\L Gailletetetmoi, de l'autre, avons 
eu Toccasioii de constater la divergence des mesures de Regnault et de celles 
di» Sajotchewski (' ). M. J. Bertrand a donné dans sa Thermodynamique 
deux formules pour représenter leurs résultats expérimentaux : une pre- 
nuére formule (a^ re[)résentant très bien les expériences de Regnault entre 

io" et -i-()V*, et en désaccord avec les mesures de Sajotchewski; une 
seconde formule (A) représentant moins bien les expériences de Kegnault, 
mais beaucoup mieux celles de Sajotchewski. J'ai utilisé les deux formules 
de M. Bertrand, les volumes spécifiques du li(juide et de la vapeur saturée 
de l'acide sulfureux étant tirés du travail (jue M. Gailletet et moi avons fait 
sur C(» sujet (^ ). 

I^es intégrales ont été calculées de lo** en lo" en admettant pour/> la 
moyenne; des valeurs correspondant aux extrémités de l'intervalle, la tem- 
pérature la plus basse étant o'\ Les calculs ont été faits en unités C.G.S., 
])uis les nombres divisés j>ar ^^i^.ny^ pour avoir l'équivalent calorifique 
(les travaux extérieuis considérés, c'est-à-dire 

/ pdu et I pclt/', 

(^n passe de là, par d(*s additions, aux intégrales ^ f P ^f^^ ^^ y f \pdu' 

où / est un mulli[)l(; de lo*'. Je donne à titre de renseignement le calcul de la 
seeoiuh* intégrale fait au moyen des formules (a)et(7>)de M. Bertrand. 



■ ' 1 <l\ii.Li:ri:r «t MvriiiAs, Jnitrn. <lc /Vm.v.. 1SS7. 
. IhUL 
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Pour la première intégrale, dont la valeur absolue est généralement très 
petite, l'intérêt est moindre et je donne seulement la moyenne des résultats 
fournis par les deux formules. 



^X^ 



Va leurs de j^ If ^^ • 



Par la formule 

^ {a). {b). 

o Cal Cal 

10 — 3,147 — 3,101 

20 6,197 6>'07 

3o 8,917 8,791 

40 II ,623 I I , 468 

5o 1 4^024 i3,85i 

60 16,221 16,040 

70 18,084 17,9^3 

80 19,972 19,800 

90 22,004 21,852 

100 24,042 23,920 

no 26,047 ^6,174 

120 28,023 28,200 

1 3o 29 > 97 ï 3o , 209 

i4o 32,012 32,323 

i5o 34,017 34,4i3 

i56 36,285 36,786 



-^ £'"'"■ 



Valeurs de 

Moyenne 
des résultats donnés 
t. par les 2 formules. 

o Cal 

20 -H o , 00093 

3o 0,00235 

4o o , oo58 i 

5o 0,01 229 

60 0,02333 

70 o ,04065 

80 o ,06672 

90 o, 10587 

100 o, 16453 

110 0,25 16 

120 o,38o4 

i3o 0,5766 

i4o 0,8973 

i5o 1,485 

i56 3,109 
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i^r< noriihrcs oui <rr\i à conslruiro des courbes graphiques dont les or- 
doiirirrs /rtaiout Ira valeurs absolues des intéjrrales el dont les abscisses 
«'•laiiMit |r:s lf*iri|)éralur<*s L 

C«*s courf)Cs oui ôlô ulilisces pour le calcul de toutes les expériences faites 
sur Tacidr* suJi'un'ux. La chaleur spécili<jue de vapeur saturée étant, comme 
j<* l'ai ujririln*, exprrinientalenient indépendante de la chaleur spécifique 
du liipjide, c'rst r;<*II<* (pril faut commencer par calculer. 

Il a été fait ainsi, avi*c la sphère dorée, l 'i expériences dont le calcul 
d/'taillé rst rapporté dans les Tableaux suivants (*). On remarquera que 
r<*\périenc«.' du 7 août i^(/\, faite av<»c un poids de vapeur par trop faible, 
doiMie fh's résultais tout à fait iuacc«*ptables; il en est de même, à un 
luoiudrr (hrf^ré, pour rcxjiérieiK-r» du 2 août. 



( ^ ) L:i rliah'ur <«|j(M.-ilii|ij(* z dr la viipoiir siirchauirée peut se «létorminer directemcDl sur 
|r ri'ri|H<'iit \ liii-iiii';rii«! l'ii (lonii:iiil à i deux valeurs très diiTércntes. mais z est mal déler- 
iiiiiii'. La riialeur «>|MM-ili({iii- du <j;a/. sulfureux riant, d'après Ke^nault, 0,1 >| 4 sous la pres- 
•>inn :iliiio<.p|ii'Ti<pir, j'ai adnii» z — m,'>.(i. 
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K.2() 



Vapeur saturée de V acide, sutfureux. 



DATE. 



6 juin i8g( 
Il » 



P. 



12 
\i 
25 

20 

27 






i3 juillet 
25 » 

27 » 

3i » 

I août 



•.î 






7,3oo2 
7,9.963 
6,43>.7 

M. 
5,3538 
4,7589 
4 , I JoO 
3,63^9 
2,9725 

2,2354 
I , 8590 

i,i9>o 
0,9570 
0,1673 



t + t 



o 

«55,97 
160, i5 
i55,95 
I 56,58 
155,75 
I 52 , 3o 
I 5 I , 60 
113,53 
139,90 
i3o,6o 
12 {,60 
107,50 
100, 3o 
75 , 20 



e. 



23, 406 
21,825 
21,804 
21 ,618 
23,926 

25,143 

26,03 I 
25,928 
2 { , 36 I 
25,026 
25,096 
24,841 
24,835 
23,5oi 



t. 



id5,95 

155,94 
i55,5o 

i55,5o 
1 54 , 00 
i5i,8-.> 
148, 3o 
i4î,5o 
I 38 , 00 
128,60 
121, 5o 
io3,3 > 

61,80 



£. 



O 
0,02 

4,21 

0,45 

1,08 

ï,75 
0,48 
3,3o 
1 ,o3 
1,70 

2 , 00 
3,10 

Î,i5 
6,îo 

i3,4o 



VOI.l'MK l>i: SlIF 



iW4-e. 



ce 

0,2664 

i) 
» 

o , 2662 

0,2655 
0,2 6") 2 
0,2639 

, 26»6 
o , 2607 
0,2593 
o,>56o 
0,2546 
o,2 5o3 



à 0. 

ce 

0,2426 

0,242 î 
0,2424 
0,0424 

o,2î >.6 
0,2428 
0,2430 
0,2Vi0 
0,2128 
0,2 1 28 
0,2 '1 3 O 
0,2^28 
0,2 {28 
0,2426 



VOLUME ITILE 



à t-^z. 

14,4686 

» 
» 

4,Î763 
»,47'55 
■1,{733 

4,î70' 
4,4^73 
4,4fi2 5 
4,4595 
4 , î lo3 
î,44<)4 
4,4324 



SUITE Dr TABLKAU. 



Date. 


7- 


6 juin 1894.. 


Cal 
907,39 


II 


957,90 


12 » 


887,57 


i3 » 


896,27 


aS u 


798,15 


26 » 


747,8» 


27 » 


711,9^ 


1 3 juillet 


654,65 


25 » 


598,94 


27 


5o8,3o 


3i » 


456,135 


I août 


354,25 


2 » 


309,^4 


7 


189,45 



O. 



Cal 
435,96 

459,87 

409,97 
414,955 
346,00 
312,73 

■^79,99 
245, 10 

203,02 

146, '»5 
Il i,88 
70,735 
5o,o8 

i»,49 



Pfl- 



Cal 
542,31 

545,24 

479, 4r> 

479'»> 
392,85 

345,66 
'^'97,945 

•^59,77 
2 I 2 , 59 

I 56,07 

127,76 

78,01 

60, 10 

23,85 



.. ^J^pdu: 



Cal 

—"3,17 
— 216,35 

— 189,765 

— 1 89 , 76 ") 

— i5r,,9« 

— •'^•9,44 
-107,92 

— 91,955 

— 72,59 

— 49»45 
-■ 38,55 

— 20,48 

— ï»,59 

— 4,3.> 



1' 



Cal 
— 1^,/7 

-»i,35 

— 40 , 3o 

— '^97>9 
—37,00 

—34,12 

— îo,3'> 
— '9,3o 

->7,04 
—26,38 

—27,66 

— ».3,23 
— .).5,72 
—37,70 



;i 6. 



rr 



4061 
4>22 
3^22 
4 1 23 



4 1 35 



41*6 
4i4<> 

4137 
4141 
4 1 io 
4140 
4i4o 



4 1 32 



i 7 , '^032 
7,2045 
6,3354 
6,3346 

5,24o5 

4,6366 
4,0176 
3,5oi4 
3,8393 
2,0924 
1,7135 
I ,o44H 

0,8049 
o , 3 1 70 



I»--. 



o,'»97o 
o , 09 1 S 

0,0973 

0,0981 
o, I i33 

o, 12>.3 

<»,i33o 
0,137-, 

0,l3 Î2 

o , I 4 >o 
o, \\\\\ 



o, I J02 



O, \yi\ 
o, r>o3 






Cal 
0,62 

0,62 

0,61 



O, )J 



,33 

,7' 
,02 

,99 

, Î7 

,<>9 

,7>- 
,63 

,63 



J m- 



Col 
■44,39 

41,97 I 



-10,91 I 
-40, lî I 

-38, J3 i 

-35,84 ; 
32, 3 i ; 

-3 1,29 ; 

I 

•^9,ïi i 

I 

-28,07 ' 

-^9,38 : 

24,86 ■ 

I 



li;.3o E. M.VTIllAS. 

Portons en ordonnées les nombres y' , ainsi trouves et en abscisses les 
températures, et remarquons que la chaleur spécifique m' de la vapeur 

saturée est le coefficient angulaire ~ de la courbe ainsi obtenue. On trouve 

ainsi : 

i" Que la courbe admet pour la température critique une tangente 
parallèle à Taxe des ordonnées, la valeur des ordonnées étant voisine de 
— 4'i^^\5; il en résulte que la chaleur spécifique de vapeur saturée tend 
bien vers —oc lorsque la température tend vers sa valeur critique; 

2" Que la courbe présente un maximum relatif vers i32"; c'est le 
deuxième point d' immersion annoncé dans ma Thèse; 

'{*^ Qu'il y a un minimum moins bien déterminé vers i ï6" correspondant 
AU premier point d' inversion, ce minimum étant séparé du maximum par 
un point d'inflexion situé vers 124** et qui correspond au maximum de la 
chaleur spécifique de vapeur saturée. 

L'expérience confirme donc d'une façon complète les prévisions de la 
théorie. 

Toutefois, je me propose d'établir dans ce qui suit que, si les valeurs 
de^'!,„ trouvées avec l'acide sulfureux souillé d'une petite quantité de suif 
sont bonnes qualitativement et mettent bien en évidence les lois relatives 
à la chaleur spécifique de vapeur saturée, les valeurs absolues sont absolu- 
ment inacceptables, ce qui confirme mes prévisions (t^oirp. 2.5). 

A cet eflbt, nous utiliserons les valeurs ainsi trouvées et la courbe qui les 
représente pour le calcul des quantités .r, dont le détail est rapporté dans 
les Tableaux suivants : 



SUR l'ÉTI'DE CALORIMKTRIQI'E COMPLÈTE DES LlOllDES SATURÉS. K.3l 



Acide sulfureux liquide. 



IIATK. 



5 décembre i8«)!i. 



i\ 




» 


8 




» 


iJ 




» 


i8 




w 


19 




n 


'*.« 




» 


26 




II 


>' 




» 


29 




» 


i5 


janvier 


16 


j» 




«7 


j) 




^». 







•iJ 


» 




24 


» 




•>.8 février 


12 


mars 




r%3 


avril 




25 


u 




1 


mai 




■Jt 


» 




7 


i> 




8 







î> 







lî 


» 




* 


» 




28 







•^9 


» 




^l 


a 




4 


juin 




5 


» 





Soi. 



p. 



I 



Kr 
18,70)8 

Ici. 

1(1. 

M. 

18,498$ 
1(1. 

i8,i3(jJ 

1(1. 
i7,C,7G'î 

Id. 
17,1730 

Id. 
10,7371 

Id. . 
10,2092 

Id. 
[ j,5».3> 
i1,925o 
>i,*P-07 
i3,9"j2o 

i^9i5i 

»^'-i^97 
Id. 

i>.,î3r>i 

i>,.i338 

I I ,7A2j 

ii,7u3 

io,(r)8>. 

Id. 

9i^"i*'7 
Id. 

8,fii3o 



l. 



o 

3>.,33 
3*., 88 
32, iO 

32,34 

4>.,8i 

4 s 30 
jo,18 



0. 



VOLUME Di: sriK 



à t. 



o 



rc 



9,G3oo,vii38 
9,Gi(» Id. 
9,087 Id. 
9,743 Id. 



1 1 ,i08 0,24 V'. 

11,188 Id. 

ii,89V<»,>îGi 
>o,29 ïi ,8o()'o,'>î03 
Go, 3") ii,899 0,-^Î79 



Oo,4>. 



70,>.. 



Id. 



9,008 

10, i8Go,>494 
70,40,10,1700,2193 



à 0. 
ce 

o,>.4o8 

Id. 
o,'»4o7 
0,2 Î08 
0,2 1 10 

Id. 

0,2lll 

Id. 

Id. 
0,2408 
0,2409 

Id. 



80, 53' 1 1 , 12O.0.231 >.o,24io 



8o,38'ii,30i o,23ii 
90,73 11,200 o,u 3 M) 
90,70' 11,430 Id. 



Id. 
Id. 
Id. 



99, So i>.,îoi,o,23iG 0,2411 
09 , oO 1 3 , r)02 o , '). 3()3 1 o , 2 1 1 3 
I o , 00 I 3 , 54 3.0 , ■>. 305 !o , .) î 1 5 
if\, io|iG,3'>8o,>593 0,2117 

Id. 
3i ,i5' 17,4200,2008 0,2418 

3i, 00' 17, 387! Id. Id. 

I I 

397»«i'«,'iï7i'^'^^»*»>>î'i«9 
39, 33!i8,7ii 0,2020 Id. 

»3, 10 18,0790,2039 



73,7010,783, Id. 



43,)3 i9,53i 



Id. 



Id. 
o,>.i2i 



3o , 3 j 17, 303 .0 , 2O3 1 , o , 24 1 8 



'>'^^<Vi7,9'>i 



Id. 



Id. 



33,83 18, \\o o,2039,o,>$ 19 

33,73 20.770' Id. 0,2|22 



35 , 3o 2'. , o J7 o , 2OO2 o , 2 i 2 i 



V'iLUME UTILK 



i\ t. 



;iO. 



P-r. 



4,0172; 
4,0170 

i,oi73 

470Ï7'* 
i,0233 

4,o23o 

i,<>>7<>j 
4,0273^ 

î,o33ij 

|,03il 

Î,o300 
4,o300 
4,0427 

4,0'|7ll 



' — — 



i,<M7: 



17^477 
4,o5>,5 

i,o372 

4,0378 

î ,or)3o 

4,()f).i8 
i,o()H5 
4,<)CS4 

i.î'"", 



{,4iio' 

I: Pl9| 

I > l'>7'>, 



1,477<''| 



I 
ce I 

1,0040 

4 ,0040 
4,0037 
4,on4r 

4,0049 
4 ,00*5 1 

î,(K>53 
4, 00 53 i 
4, 00 3 3 
4, 0040 
i ,0023 
4, 002 3 
î , 0029 
4 ,oo3o 
4 , f)o3o 
4,oo3o! 
4,0037 

i,ooii 

, -J 

4 jOOJ"). 

f , oo(> I , 

4 ,0002 

4 . ooOO 

i 

i ,ooOO' 
4,38ii' 



4,i38o, 



4,385il 
4, 38 30 I 
1,38i8' 

4,*J8'9' 



ur I i:r 

8,7039.0,0019 



8,7048 0,00 U) 

8. 7043.0, 001 3 
8,70390,0019 

8,1990 

8,499*' 
8, i4oo 
8 , i 398 



7,M7 
Id. 

7,«7i« 






» 
» 



o j 00 I 2 
7,1771:0,0009 

<>:7377| « 
•*>,737J 
0,2 io4 

. 2 1 02 






3.31)30 0097 

1,9087 0,01 08 

1,9'»9»o,oii3 

3,9i43o,oo73 

3, 93 1 0,0, 01 37 

3. 3 123 0,007» 

3,30900,0107 

2,3279 o, 1082 

I 
.>.,3ioG.o, 1232 



W .'T I 



1 ,0î 33,0,0708 

i,034S_o,o003 
o, 37880,1291 
o, >oo ,0.1 ii9 
1,Vi-^| 9, '^9^10, 74 33 
i,4o10 9,7880|o,3Î7i 
4, 40 33 8 , 1 100 o.2<j3() 



(*) Les guilloinots do ot;tlc «Milouno ccnTcsponJoiit ù «l»."* poids t: do \u\\]uh' p/ns ^nutn/s t\y\o le nuu\> 
total P, co «|ui iiidi(]Ufirait (pie l\)ii a affain», imn plus à un liquid»- satui»'. mais à un liquide comprime. 
La plus grande difTérent'O ()i)sor\ce «îlant do i°"">-' sur un poids total do l'i»"', o peut Olro attriburo à un»' 
trrà Mgèrc incortitudo sur la dousilé du lirjuido. 



K.32 



E. MATHIAS. 



Ar tei/* s il ffu rcuT liqit ide < * u i l e ^j 



r»ATK. 






i\ 


•■ 


s 


II 


1 \ 


ji 


IS 


w 


»9 


II 


•io 


» 


^fi 


l' 


'-*7 


.■» 


-«î* 


» 


1 '» 


janvier 


lO 


u 



II 


11 


1 


IJ 


1 


l> 


'S 


f(''\ri«.'i 


I» 


murs 


1 


jixril 


V') 


M 



I I mai 



! >. 1» 



8 



I î» 


1 


II 


n 


l 'l 


!■ 


f> 


■J 


■■".» 


1* 


;i 


■ 


1 1 . 


i>ii[i 



l'^yi 



f 


P - r . 


• - »* • 


7 


M. 


Q. 


1 


(P --).»{ 


1 

1 rr 1 ?r 


- -0.0027 

• 


(.■1 


3,550 


1 rai 

134,90 


— 0,21 5 


Cal 
— 0.01 5 

■ 


M. 

1 


Id. 


o.o«»>ri 

• 


'2/1 ,8 5 


Id. 

1 


139,08 


0,287 


o,0(»8 


'lS,7..CK| o,CK.i9 


o.ooj i 


'27,54 


'w. 


144: 40 


0,272 


0,012 


1 

1 s, 701 '5 0,004 > 

■ 


o.r)o>(i 


■*i5,.<: 


Id. 


'>4,90 


o,>o7 


0,01 5 


•^îîO"^^ o,<>o5y 


0,00 JO 


3o2,3> 


' Id. 


i8<j,8o 


0,467 


A 


l(J. 


Id. 


1(1. 


^99 1 ^4 


Id. 


i«8,99 


0,407 


» 


iH,i Ji j 


0,0079 


o,04»79 


370,06 


Id. 


232,83 


o,6-23 


U 


M. 


Irl. 


Id. 


308,04 


Id. 


'23 1,21 


0,623 


U 


' 1 ' 


0,OIO'Jj 


r>7,7« 


Id. 


■>.><5,49 


o,8o5 


u 


17, (;«;«;', 0,0099 

1 1 


o,Oo«jy 


i7«.35 


Id. 


^97:«8 


0,790 


» 


17. !<)! 1 0,01 Mj 


0,0107 


50», 99 


Id. 


349,49 


o.85i 


— 0,023 


' 17, H>io'o,or.»o 

1 


o,rMl f 


jOi ,52 


Id. 


348,20 


0,882 


0,017 


1 


0,01 \\ 


05-2,87 


Id. 


io6,oo 


1,124 


» 


i«i,7'> Ji o,oi jo 

1 


0,01 Jo 


04», «H» 


Id. 


397,18 


1,107 


» 


ir»,iij3î 0,01 '>8 

1 


o,oi58 


730,5-2 


Id. 


Î33,88 


1 ,25o 


» 


H), icjKi 0,01 jG 


0,01 3C 


731,08 


Id. 


149, -^o 


0,233 


u 


I >, jo>i 0,021 1 


0,01 1.| 


79^,11 


Id. 


Î8i,32 


0,897 


— o,3oi 


1.1,9000 0,O>.JO 

1 


0.008:» 

a 


^19, 52 


Id. 


509,87 


0,041 


o,58o 


II, 8939 0,0/08 

j 


0,01 Vi 


83 1,80 


Id. 


5i5,92 


I ,-»oi 


o,386 


1 

|3,9I9'^*^«■^'7 


OjO'î'J» 


•1/* •* . 
»p(),>i 


Id. 


553,98 


1,943 


o,>i9 


r»,9i iS o,o3 >3 


0,0198 


»j3),3f) 


Id. 


m m m 


1 ,52J 


0,457 


l3,7.8l > o,oj8-2 

M. ' M. 

1 


O.oiKl 


979 , » « 


Id. 


574 ,69 


2 , 38o 


0,229 


0,0275 


97<'î'i9 


Id. 


57^,38 


— -2,112 


o,33o 


17,J«7( 


0,0489 


-i-o,oji,3 


1010,52 


Id. 


38 1 ,o->. 


-H 4.534 


3,5ii 




o,«i73i 


100-3,39 


Id. 


37O.30 


5,577 


4 ,oo3 


1 1 .r.r»s * o,o5îi 


o,o?.>i7 


1037,17 


M. 


387,62 


1,732 


2,629 


I I .00 >> 0,0 Vis 


0,0107 


i«>»7,7i 


Id. 


38o,08 


o,8i3 


2,263 


1 

10, '\\)\s^\ o,o5î:?r) 

' ' ' 1 


0.070H 


10 >». i<> 


Id. 


579 , 50 


3,Î36 


i,«43 


|(»,><,Si O.OMJ(, 


0,(»9'2<) 


1040,37 


Id. 


575,41 


7,"i8 


5,638 


9,5''^<i'u,or,7'^ 

1 


0. i7r)o 


io3i , 33 


M. 


55o,oo 


i3,4l9 


9wo3 


1 ' 
9. ><>i« o,(.7(K, 


0,77!)'/ 


1007, i8 


Id. 


334,00 


20,805 


i3,i9i 


s, ') iio 


o,oS.>o 


-;-o. r»io 


9 '^^ , ^ j 


Id. 


4«3,39 


- 9.083 


8,37. 



SUR l'étude calorimétrique complète des liquides saturés. E,33 



Acide sulfureux liquide (suite). 











EXPÉRIENCE 








DATB. 


l/'"''"- 


^^-^> C'pdu' 


M^a* 


moyenne 






•''—le* 


E 7.^^" 


dcO'. 


à /'. 


5 décembre 1893. 


Cal 
-f- 0,057 


Cal 
— 0,012 


Cal 

-H 7,227^ 












6 » 
8 » 


Id. 
Id. 


0,007 
0,010 


7,454 
7,739 


9,60 


32^54 


Cal 
7,42 


Cal 

9,4i 


Cal 
16, 83 


i3 » 


Id. 


0,012 


7,^27^ 












18 » 

19 » 


o,i34 
Id. 


» 


10,292 
10,249 


11,20 


42,60 


10,27 


9,9«5 


20,18 


20 » 
a6 » 


0,228 
Id. 




12,882 
12,793 


11,85 


5o,38 


12,84 


10,12 


22,96 


VJ » 

09 » 


0,419 
o,4i3 





16,220 
16,920 


10,80 


60,40 


16,57 


9,79 


26,36 


1 5 janvier 1894. 

16 » 


o,7o5 
0,714 


0,018 
0,011 


20,443 
20,374 


10,32 


70,34 


20,41 


9,63 


3o,o4 


17 » 
7HL » 


1,145 
i,i36 




24 , 393 
23,882 


11,25 


80,46 


24,14 


9,93 


34,07 


24 » 


I ï774 
1,659 




28,188 
27,891 


11,35 


90,72 


28,04 


9,96 


• 

38, 00 


28 février 


2,526 


0,196 


3i,253 


12,40 


99,80 


3i,25 


10,32 


41,57 


12 mars 
23 avril 


3,595 
3,744 


0,366 
0,238 


3î,499 
34,945 


14,57 


109,53 


34,72 


Il ,00 


45,72 


25 » 

I mai 


6,417 
■ 6,3o3 


0,179 
o,325 


40,332 
40,417 


16,55 

1 


123,91 


40,37 


11,68 


52, o5 


2 » 

7 » 


8,062 
8,006 


0,180 
0,267 


43,957 
43.772 


1 
'7, 40 


i3i,io 


43,86 


12,38 


56,24 


8 » 

9 • 


io,56o 
10,673 


2,862 
3,25o 


47,672 
47,3o5 


18,52 


139,20 


47,49 


12,40 


59,89 


14 » 
i5 » 


i3,93o 
14,044 


2,Il5 

i,8i5 


5i,55o 
5o,997 


19,10 


145,15 


51,27 


12,54 


63, 81 


28 » 

29 » 


16,428 
16,175 


3,763 
4,394 


56,192 
55,755 


17,78 


i5o,47 


55,97 


12,10 


68,07 


3i » 
4 JQin 


19, 7M 
ï9ï^74 


7,268 
10,090 


59,485 
57.749 


19,60 


i53,8o 


58,62 


12,70 


71,32 


5 » 


22,707 


5,965 


59,622 


22,06 


i55,5o 


59,62 


i3,5o 


73,12 



Fae* de T. — X. 



E.5 



K.'îl F. MATni.\>. 

Portons en ordonnées les nombre? x'_.^^ ainsi trouvés et en abscisses les 
températures; nous obtenons une courbe dont le coefficient angulaire, 
posfli/y aujrmcnte constamment et indéfiniment, la courbe admettant pour 
la température critique une tan;rente parallèle à Taxe des ordonnées. Les 
prévisions de la théorie sont encore justifiées, et l'on n'aperçoit pas en 
quoi les valeurs précédemment trouvées poury.^^ ne sont pas acceptables. 
Il est nécessaire, pour le voir, d'utiliser la deuxième transformaiion 
auxiliaire qui permet le calcul de la chaleur de vaporisation interne p, à la 
température initiale du récipient A, connaissant les quantités x et y\ 

Nous n'avons pas tenu compte, en effet, de la chaleur de dissolution de 
Tacide sulfureux gazeux dans le suif liquide. Lorsque le récipient A se 
refroidit dans Teau du calorimètre, la pression du gaz diminue considéra- 
blement, et la presque totalité du gaz dissous se dégage en absorbant de 
la chaleur (*); la quantité q de chaleur mesurée, et par suite Q, est donc 
trop petite. Par suite, la formule (3) ('p. 9) fournit pour ^ un nombre 
trop grand en x:aleur absolue. 

Dans le calcul de x\ par la formule (2) (p. 7), le terme correctif du 
second membre — (]? — '^^>'o ^^^ ^rop grand: mais son influence est petite 
parce i\\ui le poids P — t: de la vapeur saturée est très faible en général, 
îiiiisi ((ue le veut la méthode décrite. On doit donc s'attendre à ce que les 
valeurs de x^ soient légèrement trop grandes. 

Au contraire, dans le calcul de p^ à Taide de la formule (4) (p. 10), la 
valeur trouvée [>our la chaleur de vaporisation interne doit être trop petite y 
puisque O est rlans le second membre de l'équation. 

J'îii constîité, en effet, que la courbe des chaleurs de vaporisation interne 
niiisi e;ileulées ne se raccordait nullement avec les valeurs de p données 
p. J2 et f». y*} de ma Tlièse, et restait fort au-dessous de la courbe sensible- 
ment recliligne représrînlîinl ces valeurs. Cest même en cherchant Texpli- 
ralion de ce résultîit rjue j'ai été conduit à trouver la vraie cause de 
Tirrégularilé observée, c'est-à-dire la présence d'une petite quantité de suif 
dans la s[)hère employé^.'. 

Il étail, jiîji" suite, nécessaire de recommencer des expériences sur la 
ehaleur spéeifi(|ue de la vapeur saturée de Tacide sulfureux, en opérant cette 



(*; La rlissoliiiion (Ie«i ^'az, en dehors de tout pliénomcnc chimique concomitant, étant 
rninpnrahhr à la ruiidciisalion d'une vapeur, est toujours accompagnée d'un dégagement de 
« hah.'ijr. 
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fois sur un gaz parfaitement pur et en prenant des précautions minutieuses 
pour empêcher Tintroduction accidentelle de toute substance étrangère. 
C'est ce que j'ai fait en me servant cette fois comme récipient A du 
cylindre décrit (p. i4) et représenté {^fig* 2). Le calcul des quatorze 
expériences faites ainsi est donné en détail dans les Tableaux suivants : 



E.36 
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Nouvelles expériences sur la vapeur saturée de V acide sulfureux. 



DATE. 



22 


mai 


28 


9 


29 


» 


5 


juin 


10 


» 


II 


» 


12 


u 


14 


» 


«7 


» 


18 


» 


19 


B 


2() 


» 


I 


juillet 


24 


» 



1895 







15,745 

10,575 

7,480 

5,3657 
5,2357 
4 , 8o5o 
4,2271 
3 , 7065 
3 , 2642 
2,8iG8 
2,4520 
2,0983 
1,7875 
1,4685 



t-^t. 


e. 


t. 




i56,4o 


21,632 


i53,6o 


i54,3o 


20, 556 


143,45 


142,95 


21,010 


i32,3o 


116,35 


20,574 


116,35 


118, 'ji5 


20,707 


118,25 


ii5,io 


21,095 


ii5,io 


III ,3o 


20,921 


110,10 


io5,3o 


21,008 


104,60 


99,65 


21,226 


99, îo 


93,75 


21 ,401 


92,90 


86,73 


21,842 


86,70 


80,00 


23,120 


80,00 


71,85 


24,012 


71,85 


65, 08 


24 ,078 


63, 4o 



e. 


TC. 


P-i:. 


w'. 



2,80 


15,4194 


o,3256 




io,85(») 


20,2219 


o,353i 


9 


io,65(») 


7,097a 


0,3828 


» 





4,9753 


0,3904 


0,5098 





4,84o4 


0,3953 


o,o85i 





4,4047 


o,4oo3 


0,0428 


1,20 


3,8245 


0,4026 


» 


0,70 


3,2981 


0,4084 


» 


0,55 


2,85o5 


o,4i37 





o,85 


2,3998 


0,4170 


» 


o,o3 


2,0282 


0,4238 


X) 





i,65o6 


0,4477 


X) 





1,3287 


0,4588 


o,o333 


1,68 


i ,0067 


0,4618 


» 



tr 



4,8559 
5,i5o6 
4,7622 

» 

» 
1,754a 



SUITE DU TABLEAU. 



DATE. 



22 


mai 


28 


» 


29 


» 


5 


juin 


10 


» 


II 


» 


12 


» 


14 


u 


>7 


» 


18 


» 


19 


» 


26 


» 


I 


juillet 


24 


» 



1895 



9' 


M. 


Cal 
2885,60 


i3,6io 


2613,69 


i3,6o8 


2249,78 


13,577 


1677,50 


i3,5o7 


1701,81 


i3,5i2 


1612,75 


i3,5o4 


1523,69 


i3,494 


» 397, 92 


«3,477 


1277,19 


i3,463 


1176,42 


i3,447 


1028,17 


13,429 


882,02 


i3,4ii 


733,49 


13,390 


621,30 


13,372 



Q. 



Cil 

1012,56 
770,76 
578,27 
383,86 
383, 81 
3{3,3i 
3o3,io 
260,38 
221,01 
2o3,o3 
i55,6i 
119,20 
99,59 
72,55 



i:p|. 



Cal 
1159, 85 

772,98 

535, 5i 

» 

» 
328,98 
248,85 
214,84 
180,73 
162,39 

123,21 

74,78 



p pt 



pdu\ 



Cal 
-445,22 

•281,72 

•180,27 



» 



10 

82,77 
68,57 

56,70 
45,08 
35,80 
26,90 
» 

13,78 



Av 


ri.. 


Cal 


Cal 


-36,35 


— o,56 


—26,86 


0,19 


— 18, 38 


— 0,34 


— l5,2I 


— 0,20 


— 17,21 


— 0,24 


17,90 


— 0,38 


— 16,17 


— 0,32 


-15,39 


- 0,34 


-i5,48 


— 0,42 


- 8,09 


- 0,48 


— 13,69 


— 0,63 


-14,73 


— 1,11 


-9,33 


- 1,45 


—10,90 


— 1,41 



yW 



Cal 

■36,91 



•27,05 
-18,7a 
i5,4i 
■17,45 
■18, a8 

16,49 

'5,73 

15,90 

8,57 

•14, 3a 

i5,84 

10,78 

■ia,3i 



( * ) Ces grandes valeurs do e proviennent de ce que le pointeau du cylindre ne fermait pM d'une façon àbsoloe ; dès 
lors, au voisinage de la température critique, sous Tinfluence de la forte pression des gax, Tappareil perdait da wn 
poids pendant qu'il dtait dans l'utuve à température constante. 
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Ces Tableaux montrent que les expériences des 5, 10, 1 1 juin et celle du 
i* juillet correspondent au cas où, à la température constante de l'étuve, 
il reste du liquide en présence de la vapeur saturée. Dans ces conditions, 
^ a dû être calculé à l'aide de la formule (3)' qui exige la coonaissance 
de la quantité xé. 

J'ai réuni sur le même tracé graphique les courbes — y',^ =/(ï) prove- 
nant de mes deux séries d'expériences (courbes I et III), ainsi que celle (II) 
que j'ai obtenue en me servant des valeurs de m' — m, entre 0° et 60", 



soliL 






données p. 71 de ma Thèse. En ajoutant à ces valeurs celles de m données 
directement par mes expériences faites au-dessous de 100" et où la correc- 
tion de la vapeur saturée est pour ainsi dire nulle, on obtient le Tableau 
suivant : 











Valeur 


-m. 




m,. 


m',. 


moyenne 

de m'. 


>,6«1 
,608 




-(-0.327 
+o,33« 


-0.357 
-0,334 


-0,3455 


,6S4 




4-0, 34a 




— o,3a3 


,64» 




-*-0,35i6 


~o,.884 ■ 


-o,3ooa 


,6î8 

nt 


\y\ 
1 y\ 


-t-o,36a 

!=- 3V455, 

! = - 6,680, 
; = — 9,685, 
• = -.1,414. 


— o,756 


— o,a7W 



On tire de là aisément 



Ces nombres ont donné les ordonnées de la courbe II. 
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La fig, 7 montre que la courbe III jouit des mêmes propriétés que la 
courbe I, c'est-à-dire qu'elle admet une tangente verticale au point critique 
cl qu'elle possède un maximum et un minimum de l'ordonnée séparés par un 
point d'inflexion. Conformément au raisonnement de la page 34, les valeurs 
absolues dej)^^^, sont nettement plus faibles pour le gaz pur que pour le gaz 
souillé par la présence du suif. Enfin, et surtout, la courbe III se raccorde 
très sensiblement aç'ec la courbe IIj ce que ne faisait pas la courbe I et ce 
qui est un précieux contrôle de l'exactitude de mes expériences. 

En réalité, la courbe III passe très légèrement au-dessous de la courbe II 
à laquelle elle est tangente pour t = ao®, d'où il s'ensuit que les valeurs de 
m' — m données dans ma Thèse sont légèrement trop grandes en valeur 
absolue, et qu'en vertu de la relation 



"''-"' = '^li(}r)' 



la variation de X en fonction de la température est légèrement trop ra- 
pide. 

Admettant définitivement la courbe III comme donnant correctement les 
valeurs de — >^20' j^ ^'^^ utilisée pour calculer à nouveau les valeurs de 
.x-^2^. Il m'a suffi pour cela de recalculer la colonne qui donne (P — '^)yi et 
j'en ai déduit les valeurs de x'^.,^ définitivement adoptées (*). Les correc- 
tions ainsi apportées sont excessivement faibles dans toutes les expériences 
faites au-dessous de 189** et pour lesquelles le poids P — 1: ne dépasse 
guère 1*"»^. 

A titre de renseignement, le Tableau suivant donne la comparaison des 
valeurs anciennes de x'Lo? obtenues sans faire la correction du suif et avec 
les premières valeurs de la chaleur spécifique de la vapeur saturée, et des 
nouvelles valeurs, la première approximation contenant le calcul fait avec 
les anciens JK20? ^^ deuxième le calcul fait avec lesy^j, de la courbe III. 



(*) Théoriquement, il y a encore une petite complication résultant de ce que quatre 
expériences sur la vapeur de l'acide sulfureux exigeant le calcul complet, les nouvelles 
valeurs de ^'\q changent légèrement les quatre valeurs de j^jq correspondant à ces expé- 
riences. Les >ariations ainsi obtenues sont de l'ordre du centième de calorie et par consé- 
quent insignilianlc*^. 



SUR l'étude calorimétrique complète des liquides saturés. E.'^q 







^i,o 


nouveau. 






I" 


2* 


t. 


^ijo ancien. 


approximation. 


approximation 


32,54 


Cal 
16,89 


Cal 

16,82 


Cal 

16,82 


42,60 


20, 3o 


20,19 


20,19 


5o,38 


23,08 


22,96 


22 , 96 


60,40 


26,53 


26,36 


26,36 


70,34 


30,29 


3o,o4 


3o,o4 


80,46 


34, 3i 


34,07 


34 ,07 


90,7^ 


38,25 


38,00 


38, 00 


99,80 


41,88 


41,57 


41,57 


109,53 


45,97 


45,72 


45,71 


1^3,91 


52,19 


52, o5 


52, 04 


i3i,io 


56, 3 1 


56,24 


56,24 


139,20 


59,75 


59,89 


59 , 80 


145, i5 


63,34 


63, 81 


63,77 


i5o,47 


67,38 


68,07 


68,01 


i53,8o 


70,42 


71,32 


71,23 


i55,5o 


71,53 


73,12 


73,09 



Les quantités de chaleur x[_^^ sont bien représentées entre — 20"* et 
-h i4o® par la formule parabolique à quatre termes : 

a^i_^^z= 6,33 4- 0,817^ H- 0,000082^' -h 0,00000295/*. 

Valeurs de m. — La chaleur spécifique vraie à la température /, ou la 
quantité m, est donnée correctement entre o® et 1 10® ou 120® par 

m = —;- =zo,3i7 -h 0,000164/ 4-0, 00000885 /*. 
dt 

Au delà de ces limites, on calcule m, en consultant la courbe graphique, 
par la formule 

¥n — ) 

OÙ a est égal à quelques degrés. On trouve ainsi (* ) : 



(*) Ces nombres diffèrent légèrement de ceux que j'ai donnés dans ma Note sur ce sujet 
(voir Comptes rendus, août 1894). 
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t. 



m. 



t. 



(I 



— 20 o , 3 1 5 

— 10 o,3i6 

o 0|3i7 

-h 10 0,3195 



-i- 20, 

-f- 3o. 

^ 40. 

-^ 5o. 

-+- Co. 

-+- 70. 

-^ 80. 

-r- 90 

too. 



o , 324 
o,33o 
o,338 

0,347 
0,359 
0,372 
0,387 
o,4o3 
0,4^^2 



iio. . , 
120. . 
1 3o . . 
i35.. 
i4o. . 
145. . 
i48... 
i5o. . 
i5i... 

l52. . 

i53.. 
154.. 
i55. . . 
i55,5 



m. 



0,44a 
0,470 
o,5io 
o,55o 
0,620 
0,720 
0,800 
0,872 
0,920 
0,980 
1,070 
1,355 
1,800 
2,85 



Valeurs de m\ — Le calcul de m' se fait de la même façon au moyen 
des cléments fournis par la courbe III, qu'il ne m'a pas été possible de 
représenter avec quelque exactitude à l'aide d'une formule simple. On 
trouve ainsi : 



t. 



m'. 



t. 



m'. 



o — 0,410 

10 — 0,390 

20 — 0,357 

3o — o , 33o 

40 — o, 3oo 



5o. 
Go. 
70. 
80 < 
90, 



— 0,270 

— o,235 

— 0,205 

— o,i65 

— 0,095 



100 -4-0,027 

110 -+-0,062 

120 — 0,078 

125 — 0,176 

i3o — o,3o6 

i35 — 0,452 

i4o — 0,620 

145 — 0,848 

i5o — 1,253 

i55 — 3,85o 



La loi de variation de m et m' en fonction de la température est repré- 
sentée par l^/ig' 8. 

La loi de variation de m' — m est donnée parle Tableau suivant, dans 
lequel T = 273 -f- / : 



t. 



m'— m. 



— o 



ï/-*/ 



o 

10 — 0,7095 

9.0 — o ,68 1 

3o — 0,660 

40 — o,638 

j<> — 0,617 

Go — o, 594 

7" — 0,5-7 

Ho — 0,552 

*.)<» — 0,498 



(m'— /w)T. 

— 198,47 

— 200,78 

— 199,53 

— Ï99i98 

— «99,69 

— i99i29 

— <97»8o 

— 197,91 

— 194,86 

— 180,77 
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On voit que le produit (m' — ni)T, après être resté sensiblement con- 
stant, diminue on valeur absolue. Entre o" et ^o", la moyenne est — 1 99,02. 
Cela prouve, ainsi tpicje l'ai montré p. 71 de ma Thèse, qu'entre o"* et 5o" 
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la clialeur de vaporisation de l'acide sulfureux est de la forme 
>, = //-//!■, 

a cliint précisément égal à la valeur changée de signe de {ni'-ni)T. 
C'est là une vérification intéressante, mais au point de vue qualitulif seule- 
ment parce que ni et m' ne sont pas obtenus avce une a])pro\imalion sufli- 
santc pour considérer (/»' — m)T comme connu à quelques unités ])rès du 
premier ordre décimal. 

Chaleur de vaporisalion interne. — Connaissant les valeurs exactes 
des quantités x al y, j'ai pu calculer la chaleur de vaporisation interne p 
au moyen des formules (i) et (V) qne j'ai établies au commencement de 
Fae. de T. — X. E.(> 
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( (' M(Mn()iiv(i). lo ci 1 1). Le Tableau suivanl conlienl les nombres obtenus 
ainsi, aux([uels j'ai joint les densités d et d' du liquide et de la vapeur sa- 
turée et les valeurs du rapport -j-^^, ' 



t. 


?• 


0. 


^1 
. 


d - d' 


o 


Cal 








i5J,(> 


lu,-.* 


o,r>9io 


o,!J>8o 


'iS,->. 


i',3,i> 


•j!r),«o 


OjHjio 


<»,7,:V2o 


4î,3 


rî-..,i 


:{«,7r> 


<>,î)ii4 


«) , 1 7 1 


.>o, > 




4>,«:î 


l,0i()(l 


0, 1 1'->.4 


•l'Jvi 


1 I S , '» » 


4'J,1i 


l,OM)f» 


0,1 1 Ho 


{;,6 


1 1 ■) , 1 


Î3,v> 


I jO'i'ii) 


0,1093 


40,-. 


I lo, I 


4'», M) 


i,or.9', 


0,0970 


•lo.J 


i.>i,(» 


4«,""{ 


i,o(,i8 


o,oS )o 


47,8 


ÎM) , I 


1î),33 


1,1176 


0,07'io 


-17,:» 


se, 7 


o:î,70 


i,iG88 


0,0 j64 


.J«,} 


S(),o 


">■>.,()«» 


» , « î)'>î) 


o,oîHi 


{<•>,« 


(\.i , i 


5)9, (»o 


i,:>.4«î 


o,o3i4 


49," 



Si on laisse de colé la valeur de p relative a 153*^,6, laquelle est visible- 
ment un peu faible, les autres nombres donnent un rapport à peu près rigou- 
reusement constant dans toute rétendue dos expériences, la valeur moyenne 
étant 47?î)- ^^^^ expériences vérifient donc très bien la loi de M. J.-D. 
Van der Waals, d'après hKjuelle on a 

a étant constant lorsque le poids moléculaire est indépendant de la tempé- 
rature, loi qu'il a déduite de la forme donnée par Gauss à l'énergie poten- 
tielle des li(juides (*). Les expériences sur Tacide carbonique et le pro- 
tox} (le d'azote, que j\'ii faites en collaboration avec M. L. Gailletel, ont 
déjà donné à M. (j. Bakker deux autres vérifications très satisfaisantes de 
cette loi (^). 

11 est bon de remarquer que la quantité a n'est pas une constante abso- 
lue, mais ([u'elle diminue constamment lorsque la température s'élève en 
tendant vers une valeur limite dont elle diffère très peu dès que la tempé- 
rature s'approche à 5o*^ ou Go® du point crilicpie. Cette valeur limite parait, 
lors(iu'on passe d'un corps à l'autre, varier en raison inverse de la tempé- 
rature critique absolue, comme le montre ce Tableau : 



(') J.-l). Van HKn Wavls, Continuité, ctc.f trad. Dommor cl Pomey, p. lOO ol i(>7. 
(-) Gbrrit nAKkKK, Tlicoric lier ViœistoJ/'en en Dampen^ 1888; Schicdani. 
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Corps, a. 6 = 278 -h t^. a 8. 

Acide carbonique 61 3o4,4 1,857.10* 

Proloxyde d'azote 60 3 10 1,860 

Acide sulfureux 47 ,9 ^'^^ '^ ,'>55 

Chloroforme 38 53; 2 ,04 

Il serait intéressant d'étendre le nombre de ces vérifications qui sont 
vraiment trop peu nombreuses pour qu'on puisse en conclure avec certitude 
que le théorème des états correspondants s'applique dans ce cas. 

Chaleur de vaporisation. — Si, à la chaleur de vaporisation interne p, 
on ajoute la chaleur de vaporisation externe r= p/>('^ ~ ^)> on obtient 

la chaleur de vaporisation proprement dite X. A cause de l'incertitude qui 
règne sur la valeur de /), j'ai fait le calcul en partant soit de la formule (6) 
de M, J. Bertrand, soit des nombres de Sajotchewski (' ) : 



t. 


'••• 


\' 


'y 


\. 


\' 


\ 


\ 


o 


Cal 


Cal 


Cal 


Cal 


Cal 






i53,6 


0,24 


12,96 


0,25 


12,97 


14,09 


1,086 


1,086 


143,4*^ 


4,19 


3o,99 


4,32 


3l,I2 


3i,75 


1 ,024 


1 ,020 


i32,3 


5,96 


44,72 


6,09 


44,85 


42,89 


0,959 


0,956 


ii6,35 


7,36 


53,19 


7,47 


53, 3o 


54,11 


1,017 


I ,oi5 


Ii8,a5 


7,20 


5o,6i 


7,3i 


50,72 


5>,95 


1,046 


1,044 


ii5,i 


7,42 


5o,97 


7,53 


5i,o8 


54,85 


1,076 


1,074 


iio,i 


7,65 


53,84 


7,73 


53,92 


57,64 


1,070 


1,068 


io4,6 


7,98 


56,21 


8,06 


56,29 


60,45 


1,075 


1,074 


99,' 


8,14 


57,47 


8,45 


57,59 


63, 02 


1,096 


1,094 


86,7 


8,44 


62,20 


8,61 


62,37 


68,09 


1,095 


1,092 


8o,o 


8,5i 


61,41 


8,76 


61,66 


70,47 


i,'47 


1,143 


63,4 


8,29 


67,89 


8,63 


68,23 


75,43 


i,iii 


I ,io5 



La courbe X =/(t) qu'on obtient avec ces nombres a la forme connue et 
se raccorde très sensiblement avec les valeurs données dans ma Thèse pour 
Fintervalle 0° — 60®. 

C'est là, avec la vérification de la loi de M. J.-D. Van der Waals, une 
précieuse vérification de l'exactitude de mes mesures. 

Dans le but de voir jusqu'à quel point le théorème des états correspon- 
dants s'applique aux chaleurs de vaporisation de l'acide sulfureux et de 



(*) J. Bertrand, Thermodynamique, p. 176. ri et X| sont obtenus en partant de la for- 
mule (b), r% et Xs en partant des nombres de Sajotchewski. 
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l'acide carbonique, j'ai calcule par la formule 

>.«=zij7,3o3(3i— — Oj4Gr)(3i — OS 

r|ue j'ai donnée dans ma Thèse, les chaleurs de vaporisation X, de l'acide 
carbonique pour les lempéralures qui correspondent à celles des nombres 

t\M Cl t'x.tm 

Les deux dernières colonnes du Tableau précèdent donnent la compa- 
raison des rapports r^ et r^ ainsi obtenus. Abstraction faite du nombre rela- 

tif à 153^,0 et des irrégularités qu'affectent toujours les nombres expéri- 
mentaux, on voit (|ue le théorème des états correspondants ne parait 
s'appli(|uer ici que tout à fait au voisinage de la température critique; à 
/jo*" de cette température, le degré d'inexactitude du théorème atteint ^ 
à -^*„, et cet écart va en augmentant régulièrement à mesure qu'on s'éloigne 
de plus en plus de cetle température (*). 

Par contre, la chaleur de vaporisation interne obéit nécessairement au 
théorème de M. Van der Waals en vertu de la loi du même physicien vé- 
rifiée p. /|2, puisque les densités dal d' y obéissent elles-mêmes comme je 
l'ai montré antérieurement (*). 

Remarque. — D'après la façon môme dont est dirigé le calcul de la 
chaleur de vaporisation interne, dans mes expériences, la chaleur de vapo- 
risation X satisfait nécessairement à la relation 

Il suffit pour le voir de considérer à /" i^** de liquide saturé dans un vase 
et de le transformer en vapeur saturée à / -h dt. On peut, pour cela, ou 
bien porter le li(|uide saturé de / à / -h dt^ puis le vaporiser à / 4- df, ou 
bien le vaporiser à t^ et porter la vapeur saturée de / «W -f- dl. 

L'application du principe de Téquivalence, combinée à la formule de 
Clapeyron, redonnera la formule précédente. 

Le présent Travail, dans lequel X est déduit en somme d'exj)ériences 



(1) Lu comparaison de l'acide sulfureux et de Tacidc carbonique n'est pus d'un choix 
heureux parce que, comme je Va'i montré dans mon Mémoire Sur la densité critique., ces 
rorp8 appartiennent a des groupes différents. Il est possible que, en comparant les chaleurs 
de vaporisation de deux corps appartenant au mémo groupe, le théorème des états corres- 
pondants se vérifie d'une façon beaucoup plus satisfaisante. 

(*) K. A!\TiiJA8, Remarques sur le théorème des états correspondants. 
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calorimétriques donnant m et m', est donc exactement l'inverse de ma 
Thèse dans laquelle les mesures directes donnaient X, la formule précédente 
permettant le calcul de m' — m. Les deux Travaux ne se confondent pas, 
ne s'excluent pas et la concordance de leurs résultats, en ce qui concerne 
Pacide sulfureux, n'est pas un fait négligeable. 

Points d'înçersion et maximum de m'. — La courbe III de la fig. 7 
fournit directement, pour les températures d'inversion et du maximum 
de m', les nombres suivants : 

Température 
centigrade, réduite. 

o 

Premier point d'inversion 97,5 0,864 

Second » ii4}0 0,902 

Maximum de /7i' 106,0 o,883 

Au point de vue graphique, c'est le maximum de m' qui est le mieux 
défini; le maximum et le minimum de la courbe III étant extrêmement peu 
prononcés, les températures des deux points d'inversion, sensiblement 
équidistantes du maximum de m', sont assez difficiles à fixer avec une 
grande précision . Quoi qu'il en soit, on voit que les températures d'inversion 
réduites ainsi trouvées diff'èrent considérablement de celles que l'on con- 
naît déjà et dont M. L. Natanson a rassemblé la plus grande partie dans son 
Mémoire Sur la détente adiabatique au voisinage du point critique (* ). 
Malgré les divergences extrêmes des températures réduites qu'il cite et qui 
varient de o,65 à 0,92, ce physicien admet que le théorème des états cor- 
respondants s'applique aux températures d'inversion et que, pour le pre- 
mier point d'inversion seul connu autrefois, la température réduite cor- 
respondante, commune à tous les corps, est voisine de o, 75. 

Il ne m'est pas possible de souscrire à l'opinion de M. L. Natanson. J'ai 
réuni dans le Tableau suivant les températures d'inversion calculées par 
Cazin (*) ainsi que les éléments qui ont servi à leur calcul ; j'y ai joint les 
températures calculées autrefois par Dupré ('), la température critique 
(valeur moyenne) et les températures réduites calculées pour les nombres 
de Cazin et ceux de Dupré. 

(*) Natanson, /our/i.6?e Phys,, [3]; 1895 et BulL de VAcad. des Sciences de Cracovie, 
avril 1895. 
(«) Cazin, Ann, de Ch. et de Phys., [4], t. XIV; 1868. 
(») A. Dupré, Ann. de Ch. et de Phys., [4], t. III; 1864. 
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CORPS. 



Chloroforme 

Benzine 

Télraclilorure de carbone 

Acétone 

Alcool 

tlher ordinaire 

Sulfure de carbone 

Eau 

Chlorure d'élhyle 

loduro d'clhvle 



LIMITES 

de détermination 
de la chaleur 



totale. 



o o 

o à 1 60 
oixii o 
oà 160 
oà 160 
irréf^uliôre 
o à 1 10 
oà i.|0 
1) 



spécinquc 
(lu liquide. 



■Soù-hOo 

» 
-3oà-+-3o 
-3oà-<-3o 
-•jioà-H8o 
-3oà-+-3î 



— 3oà 



i:> 



» 

» 



TEMPERATURE 

d'inversion calculée. 



(Cazin.) 



ri3,.18 
100,0 
17.8,9 
201 ,8 
i35 

-ii3 

ima}j:inalre 

5oo 

» 



( Dupré.) 



118 
127 
200 
i35 
— 116 
imaginaire 
520 
i4'A 
»97 



TEMPERATURE 



critique. 



o 



H-2r)| 
289 

283 
234 

a43 
i9f,4 

279 
305 , 5 
ï8:>.,5 
286,1 



d*invers. réduite. 



" - 


• 


(Cazin.) 


(Dupré.) 


o,738 


0,734 


o,663 


0,696 


0,723 


o,7«9 


0,93c 


0,933 


0,791 


o,79" 


0,342 


o,336 


» 


» 


» 


» 


u 


0,911 


» 


0,841 



La simple inspection de ce TaJjIeau montre que le théorème des états 
correspondants ne s'applique pas aux points d'inversion, au moins sous la 
forme sim[)le indiquée par M. L. Natanson. En effet, pour Téther ordi- 
naire, corps doué de propriétés régulières, une partie énorme de la courbe 
m' = /(/) est au-dessus de Taxe des abscisses, et le premier point d'inver- 
sion correspond à une température réduite extraordinairement faible. 

Par contre, il semble bien qu'il existe des corps pour lesquels toute la 
courbe serait au contraire au-dessous de l'axe des abscisses et pour laquelle 
il n'y aurait aucun point d'inversion. Peut-être est-ce le cas du sulfure de 
carbone; mais on ne peut l'affirmer bien qu'on îiit trouve par le calcul des 
valeurs imaginaires pour la température d'inversion, parce que la tempéra- 
ture -h iGo'^ à laquelle s'arrête le calcul de m' est encore très éloignée de la 
température critique (279''). Ce cas est probablement celui de l'acide car- 
bonique. J'ai en effet trouve pour ce corps des valeurs de m' — m négatives 
et très grandes en valeur absolue (*). Or, les expériences que j'îii faites sur 
l'acide carbonique liquide montrent que la chaleur spécifique du liquide m 
est de l'ordre de o,55 vers o® et non o,3o comme le croyait Regnault; il 
s'ensuit que le deuxième point d'inversion est situé très bas à moins qu'il ne 
soit imaginaire. La température réduite relative à un point d'inversion donné 



( ' ) K. Matuias, Thèse de Doctorat, p. 70. 
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n^est donc certainement pas un nombre constant, ce qui est la négation 
du théorème des états correspondants. 

Je ferai remarquer, d'autre part, que pour les trois premiers termes du 
Tableau précédent les températures d'inversion calculées sont trop basses. 
En effet, elles se trouvent dans les limites où est exacte la formule qui 
donne la chaleur totale de vaporisation L, mais beaucoup au-dessus de l'in- 
tervalle dans lequel a été mesurée la chaleur spécifique du liquide 



t/n 



mdt. 



Le point d'inversion est obtenu par la résolution de l'équation 



-Tf = ,-L 



T m 273 4-/. 



D'après ce qui précède, la valeur adoptée pour q est trop faible; le 
deuxième membre est trop faible, donc il en est de même du premier 



membre; or T et — ^ augmentent et diminuent en même temps, donc 

T trouvé est trop petit. 

Ce qui précède montre qu'on n'obtient aucune précision dans le calcul 
des températures d'inversion quand on essaye d'extrapoler les formules qui 
donnent X et m en fonction de la température. Expérimentalement, on 
peut déterminer les températures d'inversion par deux méthodes bien 
différentes. 

Ou bien incidemment, comme je l'ai fait, en étudiant la chaleur spéci- 




Tha^ C critiqua " 



fique de vapeur saturée et traçant la courbe — y\^ = /(t). Nous avons vu 
sa forme dans le cas de deux points d'inversion réels; dans le cas où il n'y 



M . 



. -» ■* 



> '. . 



: i ■ ■ ' 



.. • ,'^' « »'î J i" !.' :■. ■ — 



' « . Il I. ell'^ possède simplement 

. L L.is limite des deux points 

r 'f d'injhrvion à (angf*n(p 

■'. : •r..tziii. dans la(pellc on 

-*i -. •"• îP? de m et /// tpie 

• L *. r.iiMtion, sur ces élé- 
r ■*:•:-'• iid.ints du à M. le 

' .: ri -: pour un Mémoire 
* 17 / ioiJo sulfureuv la 

• • - - ir Nadejilint' ( ' ) 
' -. .: •/ ir de viîporisalion 

-•..'. " • î: iin«.* nond)reuse 

■ •. ■• : ' • -s 1 •> alcools, à o", 

: • :. : iir • s ondillons, 



rl.inl la pression oiit:.j-.:.\ P :: 
isMir Taeidt* suifureuv, la t-::;; :• • 
dan-» »e> eondili^ns 



•. . . • ■: r.stante » ::ale '».<>». < )i\ 
:>: ::.:.i::t ost — >o'. et Ton a 



tn i». ->!.», 



i = . ;. • . 



— X ■ 



l.a relation empirique de Nadeji::!? ::-? ; i:.-': jas se \êritier. 

Ih'/hwions sur la mei/iOift* rmp!:\ ■ ■: /'.:'.< :■:< »• /y-^r/'V/'.' a. — Le déve- 
luppemenl donné à ce Mémoire a jour lut do detuonlror »]ue la méthode 
qm* j'ai proposée (-Ï pour déterminer evpérimontaloment. d'uni» manière 
direele, ///, ///' et a n'est pas une pure spéculation, qu'elle est praticable et 
qu'elle donne bien les résultats qu'on était en dr-Mt d'tMi attendre. 

(îrlle méthode cxijre que le corps e\[>énmenté, p«nir le^piel />. if et // 
honi connus ù toute tcnq»éraluie. n*alla«]ue j »ts le \ase A, siimii il va. à un 
IP^'^ent donné quelconque, incertitude sui* la valeur «lu p»»ids total P de 

.. yxnEJDiyE, Erner li^perton'um, i. \\. [•. n'\. 

'. Mathias, Comptes rendus. 13 a-'ài i.i n n>\onil»r.' i^'ij. 
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liquide et de vapeur saturée qui est renfermé dans l'appareil. S'il n'y a pas 
attaque du vase, la méthode est tout, à fait générale et, moyennant les pré- 
cautions spéciales à chaque cas, peut s'appliquer à des températures très 
hautes ou très basses, la seule difficulté consistant à maintenir constantes, 
pendant des heures entières, ces températures très hautes ou très basses. 

Lorsqu'on mesure, avec de très faibles poids de matière, la chaleur spé- 
cifique de la vapeur saturée, la précision des mesures calorimétriques doit 
être poussée le plus loin possible. Supposons, en effet, que le poids de 
vapeur soit de 2^, que les erreurs de lecture du thermomètre calorimétrique 
soient de ^ au commencement et à la fin, et s'ajoutent; si l'on opère, comme 
je l'ai fait, avec le calorimètre de i"S l'erreur commise de ce chef, indépen- 
damment de toutes les autres, s'élève à 5^*, ce qui fausse de 2,5 unités le 
nombre ^ et la chaleur de vaporisation. La régularité des nombres que 
j'ai obtenus dans l'étude de la vapeur saturée de l'acide sulfureux montre 
le soin avec lequel les expériences étaient faites. 

Considérations générales. — Ce qui précède montre que, pour un corps, 
l'étude du système (p, m, w' ) doit précéder celle an système calorimétrique 
(X, m, m'), les expériences que je viens de décrire étant le complément et 
la suite naturelle de travaux analogues à ceux de M. S. Young(*), travaux 
que j'ai analysés dans mon précédent Mémoire. 

Remarquons d'abord le paralléHsme remarquable des deux systèmes 

Dans chacun d'eux, les grandeurs /) et X jouent un rôle à part, car elles 
se rapportent l'une et l'autre aussi bien au liquide saturé qu'à la vapeur 
saturée, tandis que les deux autres couples de grandeurs ne se rapportent 
qu'à Tun ou à l'autre. Comme conséquence, il se trouve que p et X sont sus- 
ceptibles de mesures expérimentales directes indépendantes, pour p de u 
et u'y et pour X ne dépendant que de m (^). 

On peut, dans une même étude expérimentale, déterminer les trois élé- 



(*) M. S. Young a bien voulu m'envoyer un certain nombre des corps chimiquement purs 
sur lesquels il a opéré. Je me propose, en déterminant sur eux le système X, m, m\ de faire 
un travail digne de celui de M. S. Young; ce sera la meilleure manière de lui prouver ma 
gratitude. 

(*) Si au point de vue purement expérimental les deux systèmes de grandeurs peuvent 
être considérés comme indépendants, il ne faut pas oublier qu'ils sont reliés théoriquement 

Fac. de T. — X. E.^ 



I..>i E. MaTHIa^. 

ïji'-nt- •'i*!;ri riiv-rii'.* r\^b::ii»' d»* irTand'Mjr^ [•our loulos l'es trrm.p'rrâture* infê- 
r i'-urr- il h f Triip'-rdlMr': cr ill- ju»?. O: M»?rii'jir'j: !•: déniOQtr-? f»«:»ur le deuxième 
-v-r.»'-fij^-: poiir qfi'il ru soit d»- rutrine d'j premi'?r- il ïufÊl d employer le 
rli-poriiîif ':\'[>»:rim»;ritdl d'Ansd^rlI ' * . 

Il t'M irjl^'rrrfjs;jrit d»: ^e deinandrr comment il se fait que la niêlhode 
*:\\t*-nuif:uiHh: d»''crite dans ce M'}moire donne d'embU/e toutes les candeurs 
du .sy.S'tênfe caloriméirù/ue, Ln raisonnement par analoiâe va fournir la 
r»-pori-e. qui s#:ra obtenue en comparant la m*^i/ioJe des coupes, conslam- 
ni^Tif applirjuée en Zoolo<:ie. par exemple, avec la méth«:»de calorimétrique 
que j'ai .suivie. 

Au point de vue abstrait, on peut d»*finir la méthode des coupes : » une 
s/'rie d'opéralions idrn/fques « observation des coupes au microscope > 
ayant y sunant la façon d^opérer, une suite nécessaire ou arbitraire 
et résoUant cornpUuement la question (élude de l'organisation de l'a- 
nimal 1. » 

Les coupes de l'animal sont obtenues en commençant par une extrémité 
[iour finir par l'autre: sufiposons que, pour des raisons quelconques (par 
e\^*mp)e, la non-conservation des coupes), on soît obligé d'observer les pré- 
[laralions au fur et â mesure et de les jeter ensuite. Dans ces conditions, la 
suite des opérations est déterminée, et l'on ne peut intervertir l'ordre de 
dr-ux opérations consécutives ni revenir sur ses pas i première forme). 

Au contraire, on peut supjioser l'animal découpé en coupes numérotées se 
conservant indélinimenl, et alors on peut faire les observations dans un 
ordre rjuelcon((ue ("pourvu qu'on les fasse toutes) et répéter chaque obser- 
vation aulanl de fois qu'on le veut. 

La méthode suivie dans l'étude du système calorimétrique est, comme 
la méthode des coupes ("première forme) : une série d* opérations identi- 
ques (mesures calorimétri(jues) ayant une suite nécessaire (puisque le 
vase se vide du commencement à la fin) et résonant complètement la 
question (on détermine )., m et m'). 

Par contre, la méthode suivie dans l'étude du système (/?, w, u') par 
Ansdell est identique à la deuxième forme de la méthode des coupes; mais 



par la formule de Clapcyron 






(*) Amsdell, Proc, liny. Soc. t. X\X, j». 117, et t. XXIX, p. 209; i87(). 
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on peut facilement concevoir le dispositif expérimental correspondant à la 
première forme. 

Soit un vase A, d'une forme quelconque, résistant, réuni par un robinet 
à 3 voies (ou une disposition équivalente), d'une part à un manomètre, de 
l'autre à l'air extérieur, et plein d'un liquide saturé i^fig- lo). 

Fig. 10. 



I« 



(r==^ 



/\ 



\J 



Ky 



L^appareil est plongé dans une étuve à température constante. Supposons 
que, la pression p étant lue au manomètre et A étant plein de liquide à /**, 
on puisse détacher A du manomètre et le peser; l'excès de poids sur l'appa- 
reil vide donne facilement la quantité u à t^. Si l'on élève progressivement 
la température, on pourra, en vidant peu à peu par le robinet R l'excès de 
liquide, mesurer u de nouveau ainsi que /), et ainsi de suite jusqu'à la 
température critique. En continuant à vider et abaissant la température, on 
aura de la même façon le volume spécifique u' de la vapeur saturée (*). 

On voit que cette méthode est, jusque dans les détails, identique à celle 
que j'ai suivie pour le système calorimétrique (X,/n,/n'). Par contre, on ne 
voit pas immédiatement le dispositif expérimental qui permettrait l'étude 
de ce système avec la deuxième forme de la méthode des coupes. 

On peut pousser le parallélisme plus loin encore. J'ai montré, avec 
M. Cailletet, qu'on peut mesurer la densité de vapeur saturée (et, par 
suite, u') à toutes les températures d'une façon tout à fait indépendante de 
la densité du liquide. Or, j'ai précisément disposé les choses, dans mes 



(1) Dans la pratique on laissera une trace de vapeur saturée au-dessus du liquide dans le 
premier cas, et dans le second un peu de liquide en contact avec la vapeur. Si l'appareil est 
transparent, il sera aisé, par des mesures de volume, de faire les corrections, ce qui est tout 
à fait analogue à ce que j'ai fait dans mes expériences calorimétriques. 



s^ ^'i -- j*-Tf*-. — nrji 



Tr^i'i V4 vr^'. -«,1»*. , >•: ^' it^ ♦fin* stiif Jiiir^»î^iiac? _' m. ii± .* ynr^. 




I^ vy/zO^ rr»^î,h<xî/: ^»t %i*:hkrfi*rril 'ine méthode à rctum^ r^srzallf ^t 

^ À'K fUrnx toifu^'\ M: f *rri ^y^fi t. f^f il coïihVimm^Aïl en Physi^que dins Tetode 
/J^î 1;» fuhu^', ffu^r^.Uoh. Ajfj^i. apjJjr|ij^<> â l'élude de la loi de Mari*>tte. Li 
\ft*'uu^'t*', loffh^: donne i;» rnélbode de fte^iânlt. tandis que la seconde 
fo/roe donne b /néib^>de «»uj*je f/ar iJolongel Ara^o et les anciens phvâ- 
Men^t. A(/f/liqijé^'% â l'étu^le de> densités des liquides par la mêthi^de des 
;jr/'onjéf7e»t, N'»i deu« forme» eorTe*î|K-rndenl à la distinction classique des 
;ji/:ofnél/<'ii. 

On poijf7;iii /'videnjwient trouver d'autres analogies en Physique, mais 
j^' veux Hjni|;lenient ret/rnir, de ce qui précède, ceci : que les méthodes que 
j';ii proponéen pour l'étude de» systèmes f^^, £/, £/' » et O., /w, /w' ) ne sont pas 
/!'"< mélli/id':H ;irfifir:ji!lKru, mais rpj'elles ont un caractère de logique et de 
fiéM'.!Hité |,i/«ri niis #*n évidence pfir le parallélisme qu'elles présentent avec 
\t'.: rn/'tliod'H ''iniilr/yér-s d;jns Ifs Scifjnces naturelles. 

L«'i ()liy*iri/'ns voudront lii<:n uic [lardonncr ces quelques remarques 
dofii |/* r';if arjénr <*î-l plutôt |)(iilosophique, et j'espère qu'ils y trouveront 
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CAS PARTICULIER DU MOUVEMENT 

A CINQ CONDITIONS, 

PAR M. Victor BOUQUET, 

Professeur de Mathcmaliqucs spéciales au Lycée de Toulouse. 



I. 

1. Dans les Nouvelles Annales de Mathématiques (3* série, l. IX, 
p. 297 et suivantes), M. Pirondini s'est proposé de résoudre le problème 
suivant qui fait connaître une nouvelle et remarquable propriété des courbes 
de M. Bertrand : 

Sous quelles conditions une ligne S, invariablement liée au trièdre fon- 
damental d'une courbe (O) et entraînée dans le déplacement de ce 
trièdre dont le sommet décrit la courbe, est-elle constamment normale 
aux trajectoires de ses différents points? 

Le trièdre fondamental dont il est question dans cet énoncé est formé, 
à chaque instant, par la tangente, la normale principale et la binormale au 
point O de (O). 

M. Pirondini démontre d'abord que la courbe (O) ne peut être choisie 
arbitrairement, car ses deux courbures sont liées par une relation linéaire, 
ce qui revient à dire qu'elle appartient à la catégorie des courbes de 
M. Bertrand. De plus, la ligne S, invariablement liée à son trièdre fonda- 
mental et normale aux trajectoires de ses points, est une droite dont les 
équations générales renferment deux constantes arbitraires. 

Nous nous proposons : 1° de reprendre la démonstration de ce théorème 
en le complétant sur quelques points; 2*^ d'étudier les surfaces réglées en- 
gendrées par les droites £ satisfaisant aux conditions du problème proposé. 

Fac. de T. — X. F. I 



F. 2 V. ROUQUET. 

Pour celle élude, nous nous appuierons, à peu près exclusivement, sur 
trois équations déduites de celles qu'on trouve aux pages 8 et lo de la pre- 
mière Partie du grand Traité de M. Darboux et que nous transcrirons ici 
pour la commodité du lecteur, en expliquant brièvement les notations em- 
ployées. Ces formules, dans lesquelles les seuls éléments de (O) qui inter- 
viennent sont les rayons p et t de courbure et de torsion (*), peuvent être 
présentées comme il suit : 

AZ = r/c -i- ^ cù. 

T 

Pour les établir, on suppose que, dans une position quelconque du 
point O qui parcourt la courbe (O), on prend respectivement pour axes 
des X, des y et des j, la tangente, la normale principale et la binormale de 
(O) en O. Les lettres x^y, z désignent, à l'instant considéré, les coordon- 
nées d'un point quelconque M de l'espace que l'on fait correspondre à O, 
de sorte que ces coordonnées doivent être regardées comme des fonctions 
de l'arc s de (O) compté à partir d'une origine arbitraire. Ceci étant admis, 
AX, AY, AZ désignent les projections, sur les axes de coordonnées, du dé- 
placement infiniment petit MM' que subit le point M de l'espace lorsque, 
par l'eflet du mouvement de O sur (O), ce point vient occuper la position 
infiniment voisine O,. 

Le mouvement à cinq conditions auquel se rapporte le problème de 
M. Pirondini est justement celui du trièdre formé par les axes de coordon- 
nées pour lesquels les formules (A) ont été établies. 

2. Nous ferons remarquer tout d'abord que, quelle que soit la courbe 
(O), on connaît une infinité de droites satisfaisant aux conditions du pro- 
blème, savoir : i° les normales à la courbe (O); 2** les parallèles à la binor- 
male situées dans le plan rectifiant. 

Les premières, en effet, sont normales à la trajectoire (O) d'un de leurs 
points O et, par suite, à celles de tous leurs autres points. 



(M Nous désignons ici par x ce que M. Darboux désigne par — t. 
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Pour les autres, on s'en rend compte aisément comme il suit : 

Les équations instantanées d'une droite L parallèle à la binormale OZ et 

située dans le plan rectifiant qui, dans ce cas, se confond avec le plan des 

yz, étant 

les coordonnées instantanées d'un point quelconque M de L sont 

quantités qui restent constantes pendant le mouvement, de telle sorte que 
les formules (A) donnent, pour ce point M, 

il en résulte, comme nous l'avions annoncé, que le déplacement de ce point 
est constamment normal à la droite L. 

La question à résoudre consiste à rechercher dans quel cas il existe 
d'autres droites ou courbes £ répondant à la question. 

3. Considérons, en premier lieu, une courbe (O) dont les rayons de cour- 
bure p et T soient simultanément constants, c'est-à-dire une hélice tracée 
sur un cylindre de révolution. 

Dans le mouvement du trièdre fondamental, tout point M invariable- 
ment lié à ce trièdre décrit une hélice de même axe et de même pas que (O). 
11 en résulte immédiatement que celles des lignes £ qui sont des droites sont 
les normales à ces hélices. Elles forment, comme l'on sait, un complexe 
linéaire qui peut être regardé comme le plus général de son espèce. De plus, 
dans le système d'axes adopté, ce complexe est défini par l'équation 

(I) P^î^a = o. 

p T 

en supposant que les équations instantanées d'une de ces droites 2 soient 
présentées sous la forme 

, , ( a^ = ay-hp, 

( z = by-^g. 

Pour exprimer, en effet, que les équations (2) sont celles d'une droite S, 
il faut écrire qu'on peut trouver, sur cette droite, un point M(a;,^, z), tel 
que le déplacement de ce point soit normal à la droite, ce qui donne la 
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roridition 

larjucllc, en ti.'ncinl compte des formules (A) et des équations (2), est indé- 
pendante de Xjyj z et fournit la condition (1). 

envisageons maintenant les lignes courbes qui sont des lignes 2. Il est 
évident que ces lignes sont celles dont les tangentes appartiennent au com- 
plexe linéaire précédemment défini. On peut donc énoncer la proposition 
suivante (|ui, d'ailleurs, n'est pas nouvelle et peut aisément se déduire 
d'une remarque faite par M. Picard dans son Traité d^ Analyse (t. I, 
[). 3i i). 

Dans le mouvement du trièdre fondamental d^une hélice tracée sur 
un cylindre de révolution^ les lignes L, invariablement liées à ce trièdre, 
f/ui sont normales aux trajectoires de leurs différents points, sont celles 
dont les tangentes appartiennent au complexe linéaire défini par les 
normales à rhélice proposée. 

m 

4. Considérons, en second lieu, le cas général dans lequel les rayons de 
courbure p et t de (O) ne sont pas simultanément constants. 

Tout déplacement infiniment petit du trièdre fondamental Oxyz est un 
déplacement liélicoïdal dont Taxe est parallèle à la caractéristique du plan 
rectifiant. Dans un tel déplacement, les droites normales aux trajectoires 
de leurs différents points forment un complexe linéaire défini par l'équa- 
tion (i). Pour le déplacement suivant, on a un autre complexe, p et t 
ayant varié, et ainsi de suite. 

La question est donc de savoir dans quel cas les complexes en nombre 
infini, qui correspondent aux diverses valeurs de p et de t, ont une ou plu- 
sieurs droites communes, en outre de celles qui correspondent aux valeurs 
générales 

lesquelles sont les normales à la courbe (O) en O, ainsi que des parallèles 
à la binormale situées dans le plan rectifiant, qui sont fournies par des va- 
l(*urs infinies de A, la valeur de a étant nulle, p et </ restant quelconques, 
mais finis. 

La coiidilion nécessaire et suffisante cherchée est qu'il existe une relation 

I i lira ire (Ml Ire les courbures - cl • 

P ' 



d 
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Si ron suppose, en effet, que tous ces complexes aient une droite com- 
mune autre que celles dont on vient de parler, l'équation (i) de ce com- 
plexe sera vérifiée pour des valeurs constantes et non toutes nulles de a, 
p, y. Par suite, il existe une relation linéaire entre les courbures. 

Réciproquement, si Ton a, entre ces courbures, une relation linéaire 

(3) ^-^1!==C, 

A, B, C étant des constantes non nulles simultanément, on satisfera à 
Péquation de ce complexe, quelles que soient les valeurs de p et de t, en 
posant 

et, dès lors, tous les complexes auront en commun une infinité de droites 
représentées par les équations 

renfermant deux paramètres arbitraires X et 6. Ces droites, normales aux 
trajectoires de leurs différents points dans toutes les positions du système 
mobile, forment une congruence linéaire ayant pour directrices les droites 
D et D' définies par les équations 

(D) a-:=o, ^~T' 

(D') 7 = 0, hx -^ Az=zo. 

D'ailleurs, il n'existe pas de courbe proprement dite qui réponde à la 
question, car les tangentes de toute courbe S devraient posséder la propriété 
requise dans l'énoncé, ce qui, d'autre part, est impossible, puisque les 
droites d'une congruence linéaire ne peuvent être les tangentes d'unf 
courbe proprement dite. 

Si, maintenant, on se rappelle que toute courbe dont les courbures ont 
entre elles une relation linéaire est une courbe de M. Bertrand, on peut 
énoncer le théorème suivant donné, en partie, par M. Pirondini : 

Lorsque y dans le mouvement du irièdre fondamental d'une courbe (O) 
dont les deux courbures ne sont pas simultanément constantes, une ligne 
S, invariablement liée à ce trièdre et distincte des normales à la courbe 
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proposée ou des parallèles à la binormale situées dans le plan rectifiant ^ 
reste constamment normale aux trajectoires de tous ses points : 

i^ La courbe (O) est une courbe de M. Bertrand; 

2^ La ligne S est l'une quelconque des droites de la congruencc 
ayant pour directrices les droites fixes D et D' définies ci-dessus. 

5. Ces droites D el D' dépendent très simplement, comme on va le voir, 
de la binormale de la courbe donnée (O) et de la binormale de la courbe 
conjuguée (O'). 

Supposons, en premier lieu, qu'aucun des coefficients A, B, C de la rela- 
tion (3) ne soit nul. On pourra mettre cette relation sous la forme 

,^^ sino) coso) siiiG) 




I 



On sait que h représente la longueur constante du segment 00' que Ton 
doit porter, à partir de O, sur la normale principale Oy^ pour obtenir la 
courbe (O') conjuguée de (O), qui appartient à la même catégorie que 
celle-ci. De plus, co désigne l'angle constant formé par les plans oscula- 
teurs aux deux courbes (O) et (O') en leurs points correspondants. (O. Bon- 
net.) 

Les équations des droites D et D' deviennent alors 

(D) œ^o, y = hy 

(I)') .y = 0, .r COSCiJ 4- -3 sillG) =:o. 

On en déduit immédiatement que les directrices D et D' de la congruencc 
linéaire formée par les droites S sont les parallèles aux binormales de cha- 
cune des courbes (O) et (O') qui rencontrent la courbe conjuguée, savoir 
en O' pour la première, D, et en O pour la seconde, D'. 

Cette conclusion convient au cas où la courbe (O) est à courbure con- 

slanlc, pour lequel coso) = o, ou co = -• 

Dans le cas des courbes à torsion constante, sinco et h ont des valeurs 

nulles, de manière que 

7 ~ lui) -^ . 
sincT 

Alors, les deux courl)es conjuguées se confondent ainsi que les directrices. 
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En revenant à l'équation générale (i) du complexe, on a évidemment, pour 
les équations de la congruence, 

de telle sorte que les équations générales des droites S peuvent s^écrire 

z^=z by -h az, 

a ei b étant arbitraires. Toutes ces droites rencontrent Taxe des z^ c'est- 
à-dire la binormale de (O), avec laquelle se confondent les droites D et D'. 
Enfin, si le rapport des courbures de (O) est constant^ ce qui exige 
que cette courbe soit une hélice tracée sur un cylindre, d'ailleurs arbitraire, 
on a C = o. La droite D est rejetée à l'infini, ainsi que la courbe conjuguée 
(O'). Les équations de D' sont toujours 

(D') y = o, Z =1 -X=:-X. 

' -^ A p 

Cette droite D' se confond, par suite, avec la caractéristique du plan 
rectifiant zOxj car on sait que, pour une courbe quelconque, cette carac- 
téristique fait, avec la tangente Ox, un angle [x tel que 

langa= -. 

P 

IL 

6. Abandonnant ici la suite des recherches par lesquelles M. Pirondini 
a terminé son intéressant Mémoire, nous nous proposons d'étudier les sur- 
faces réglées engendrées par les droites de la congriience (D, D'). Nous 
démontrerons que ces surfaces sont applicables sur des surfaces réglées de 
M. Bertrand, c'est-à-dire qu'on peut les déformer, avec conservation des 
génératrices rectilignes, de manière que ces génératrices deviennent des 
normales principales de deux de leurs trajectoires orthogonales convena- 
blement choisies ( * ). 



(^) Ces surfaces réglées, dont les génératrices sont les normales principales de deux de 
leurs trajectoires orthogonales, courbes de M. Bertrand conjuguées, peuvent aussi être re- 



F. 8 V. ROl'OUET. 

Nous Irailcrons cFabord le cas où la courbe (O) est une courbe générale 
(le M. Bertrand, en sorte que sinœ et // seront différents de zéro, h étant 
fini. 

Considérons une droite s'appuyant sur les droites D et D' qu'elle ren- 
contre respectivement en G et G'. Les équations de GG' seront les sui- 
vantes : 

/ a- ---- 7.a^ 

dans lesquelles a, J3, y sont les cosinus directeurs de la direction GG', la 
varial)le u désignant la dislance GM du point G(o, //, z^) au point 
M (or, y^ z) de la droite. En particulier, les coordonnées du point G', où la 
droite rencontre le plan zOx^ sont définies par les relations 

h 



((;') < y=-.o. 



^ /. •/ 



Pour obtenir la relation qui doit exister entre les paramétres de cette 
droite, il reste à écrire que ce point G' appartient à D' dont l'équation dans 
le plan zOx est (n*^ 5) 

.r cos 0) H- ^ si II Cl) = o. 
On trouve ainsi la condition cliercbée, que nous écrirons ainsi 

(7) ''" A """" ^''^*''>» 

<»t à laquelle il faut joindre la relation générale 



jzanh'es coninic <los surfaces réglôcs dont «Icuv asyinptotiqucs roupont les génératrices à 
angle <lr<)il. Eu tous les points «le cos courbes, les rayons de courbure principaux delà sur- 
f;ice réglée sont égaux cl «le signes contraires, de telle sorte que la surface réglée est inscrite 
à (les surfaces niinima admettant ces courbes pour asymptotiqucs. Nous avons donné le 
muvj'u de construire ces surfaces niininia ( Mcmoires de /'Académie des Sciences de Tou- 
ioNsr, (f sérii', t. IV, p. ^Cti cl ufiS ). 
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Dans le mouvement qui amène le point O de (O) à la position infini- 
ment voisine O,, les projections, sur les axes instantanés du déplacement 
de M, supposé lui aussi mobile sur GG', sont données par les formules (A), 
savoir : 

AX z=z(xdu -h ( 1 — — I ds, 

\ P 9 J 

A de M l\Y = ^ciu^ïu{^^A-Y]ds, 

Il résulte de là que le carré de l'élément linéaire de la surface réglée a 
pour valeur 



dS^= AX' -+- AY* -h AZ'= rf«»-h (Lw'— 2M w -4- N) ds\ 



en posant 



P\ PJ 7 \P T/ T« 

car le terme en du ds s'évanouit identiquement, ce qui prouve, d'une autre 
manière, Torthogonalité des lignes ayant respectivement pour équations 

u =z const., s = const., 

c'est-à-dire de la génératrice GG' et des trajectoires de ses différents points. 
En vertu de la relation (5), d'où l'on déduit 

I I COtco 

p h T 

et de la relation (7), les valeurs de L, M, N se simplifient. 
Introduisons d'abord les quantités auxiliaires 



(8) 









1 A— 1 % 




\ sin*w h^ 
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qui restent constantes pendant le mouvement et qui vérifient la relation 



(9) 



A(a»-4-;3*)-B«=ii; 



on trouve, après quelques réductions, 



/ 



(lO) 






N = 



A//' 



-2 



LN - M» = -. 



«.S 



D'autre part, la valeur de dS^ prend la forme 



où Ton a posé 

(12) 



r/S« = du^ -i- L r/5* [(// - «„ y H- p^ ], 






.N - M* 



p=z~ 



Lt 



l^a comparaison de cette valeur de dS'- avec celle de TOuvrage de 
M. Darl)ou\ conduit aux conclusions suivantes : 

1'* //o dési};;;ne la dislance du point G au point central de la génératrice 
et, par suite, la première des équations(i2)est celle de la lif^ne de striction 
de la surface; 

2" p désipie le paramétre de distribution (*); 

3*' La variable t' de* M. Darboux est liée à Tare s par la relation 

où la seuK* fonction de s est la torsion -> puisque A, B, [3 et h restent con- 

slantes [)('ndaiil le déplacement. 

!^(»s f()iinnl(»s [)récédentes vont nous permettre de démontrer la propriété 



( ') Dan<i rOtivra^^e <lo M. Darljouv ii.y cl /) sont (lêsii;iu''o*i ri'spocliveinent par a el '^{voir 
I II' Tartio. p. îo") ». 
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essentielle des surfaces considérées, qui consiste dans la proposition dont 
voici l'énoncé : 

7. Théorème. — La surface réglée engendrée par toute droite 2 

peut être déformée^ avec conservation des génératrices, en une sur/ace 

^ de M. Bertrandy de telle sorte que les deux courbes de cette nouvelle 

surface admettant les génératrices pour normales principales sont les 

transformées des trajectoires des points G et G' où S rencontre D et D'. 

Pour le démontrer, nous nous appuierons sur le résultat suivant trouvé 
par Bour et rappelé par M. Darboux {Leçons sur la théorie générale des 
surfacesy III* Partie, p. Sog). 

Il existe toujours une déformation d'une surface gauche telle que ses 
génératrices rectilignes deviennent les normales principales d'une de leurs 
trajectoires orthogonales arbitrairement choisie (*). Pour que ses généra- 
trices puissent devenir les normales principales de deux de ces trajectoires, 
en d'autres termes, pour que la surface puisse être déformée en une surface 
réglée de M. Bertrand, il faut et il suffit que l'on ait entre Uq et p une rela- 
tion de la forme 

m, /i, q étant des constantes. 

A cet énoncé, on doit ajouter que, si la condition précédente est satisfaite, 
les valeurs de u fournissant les trajectoires orthogonales qui se transforment 
ainsi en courbes de M. Bertrand sont données par les équations 

MiMj= m*-4- n' — q. 

Dans le cas actuel les valeurs de u^ qï p {ii) conduisent, par Télimina- 
tion de c, à la relation demandée 

d'où l'on déduit la première partie de la proposition. En outre, 

h 

Wi -+-"» = — g> 



(^) La détermination de la surface transformée exige Tintégration d'une équation de 
Riccati (Darboux, toc, cit., p. 3o8). 



K. 12 V. ROUQUET. 

L'une des valeurs, w, par exemple, élant nulle, on voit que Tune des tra- 
jecloires qui se transforment en courbes de M. Bertrand, est la ligne 
décrite par le point G. Par analogie, Tautre trajectoire doit être le lieu du 

point G', comme le montre, d'ailleurs, la valeur de u., = — «• Toutes les 

parties de la proposition sont donc établies. 

8. Ce résultat peut être obtenu autrement. Je vais d'abord faire voir 
(jue, pendant le mouvement, les plans tangents à la surface réglée en G 
et G' sont invariablement liés au système mobile et, par suite, (ju^ils for- 
ment entre eux un angle constant. A cliaque instant, en effet, ces plans 
tangents sont déterminés par la droite GG' et les déplacements des points 
G et G'. Comme ces déplacements sont normaux àGG', l'angle des plans 
tangents est le même que celui des tangentes aux trajectoires des points (J 
et G'. On obtient les directions de ces tangentes en faisant successivement 

u z= o^ u = — g dans les formules donnant les A du point M. On en déduit 

(pie les cosinus directeurs de la tangente à (G) en G sont proportion- 
nels à 

COtO), — y^> I , 

de telle sorte, comme nous Tavions annoncé, que cette tiingente est inva- 
riablement liée à la ligure mobile. Pareillement, on trouve que les cosinus 
directeurs de la tangente à ((i') en G' sont proportionnels à 

;5, — 3c, o. 

Conséquemmont, eu égard aux valeurs de A et B, 



cos^ = - 



pcolo,^-^- . H 



1/ col-oj -+-7^-4-1 



Par suite, on a la relation 

H- colO, 

(|ui donne rinlerprélation géométricpie de l'auxiliaire B et, ensuite, celle 
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de A, puisque, d'après (8), 

oL'-h p* sin'(?sin*9 

<p désignant l'angle de GG' avec OZ. 

La constance de Tangle de ces plans tangents ou de ces déplaceiuenls 
peut aussi se déduire de ce (pie le plan normal à (G) en G pjisse par la 
droite D', et que le plan (G', D) est pareillement normal à la trajectoire 
de G'. Ces plans normaux sont ainsi invariablement liés à lafigure mobile. 
Leur angle est donc constant et, d'ailleurs, il est égal à 0. 

Ceci posé, on sait qu'on peut déformer la surface réglée primitive de 
manière que les nouvelles génératrices rectilignes, étant les transformées de 
celles de la surface proposée, soient aussi les normales principales de la 
transformée de (G). Dans cette déformation, les angles formés par les 
plans tangents le long d'une même génératrice ne changent pas. Il s'ensuit 
que la transformée de (G') admettra aussi les nouvelles génératrices pour 
normales principales et sera ainsi la conjuguée de la transformée de (G), 
puisque l'angle des plans tangents, le long de ces transformées, aura la 
même valeur constante que pour les courbes (G) et (G'). 

On voit, de plus, que le rayon de courbure 11 et le rayon de torsion T de 
Tune de ces transformées sont liés par l'équation 

s'inO nos 9 sinO 



1{ ï l ' 

/ désignant la distance (i(j' = — ^, puisque est la valeur constante de 

l'angle formé, après la déformation, par les plans osculateurs des transfor- 
mées de courbes ((j) et (G'). Cette relation prend la forme 

qui conduit à (juelques conséquences intéressantes. 

I® Considérons l'hyperboloïde II, lieu des droites d'intersection des 
plans rectangulaires passant par D et D'. Toute droite de cet byperboloïde 
appartenant à un autre système que D et D' rencontre ces deux droites. 
Elle est, par suite, une ligne S. Pour cette ligne on a 
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OU encore 

Dès lors, les transformées des courbes décrites par les points où cette droite 
rencontre D et D' sont des courbes à courbure constante. 

-y* Pour obtenir des courbes dont les transformées soient des hélices, 
cest-à-dire des lignes dans lesquelles le rapport des courbures soit constant, 
il est nécessaire et suffisant (juc Ton ait ^ = o, c'est-à-dire que la droite £ 
soit |)aralléle à la bi-normale OZ en étant située dans le plan rectifiant, 
[)uisqu'elle doit rencontrer 1)'. Dans ce cas, la surface réglée de M.Bertrand, 
transformée de celle qui est engendrée pendant le mouvement, est un héli- 
coïde gauche à plan directeur. 

Du voit enfin (pril n'existe pas de transformée à torsion constante, car 
Tangle formé [mr deux plans passant par D et D' ne peut être nul. Cette 
conclusion résulte aussi de ce que les points (i et G' ne peuvent se con- 
fondre. 

t). Lorsque le point (i' vient en O ou le point G en O', les courbes (G') 
ou ( (i) se confondent avec (O) ou (O') et sont, par suite, des courbes de 
M. IJertrand. On peut se demander si ces courbes particulières sont les 
s<Milos de celte catégorie parmi les trajectoires des points des droites D 
et D'. 

Nous allons faire voir qu'en général tout point de D, autre que O', ou 
tout point de D', autre que O, engendre une ligne pour laquelle il n'existe 
pas de relation linéaire entre les courbures. A cause du rôle identique des 
lignes D et D', il suffira de le vérifier pour Tune d'elles. 

Soit, par exemple, un point G de D dont la cote :;o ne soit pas nulle, et 
cherchons à déterminer les éléments des courbures de sa trajectoire (G). 

\ous avons vu que les cosinus directeurs de la tangente à (G) en G sont 
proportionnels aux quantités 

cotw, — -7-> I . 
h 

Il (Ml résulte que Téquation du plan normal est 

\cotoi) — ^ V -hZ=io, 
n 

ce; (|ui permet de vérifier que ce plan normal contient D'. 
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La caractéristique de ce plan normal, c'est-à-dire la droite polaire de (î, 
sera représentée par l'équation précédente jointe à celle-ci 

\h T / \ TSU1*U)/ T 

obtenue par la méthode ordinaire. Or, ce second plan est perpendiculaire 
au premier, comme on le voit immédiatement. 

Donc : 

I** Le rayon de courbure p, de (G) en G est égal à la distance de (î à ce 
second plan, ce qui donne, après quelques réductions. 



Pi=- 



n ( colw j 



i/A ( — : coso) ) + ^ sin' 

V \Tsinw / /j' 



(ù 



2° Les équations de la normale principale, qui se confond, dans ce cas, 
avec la perpendiculaire abaissée de G sur le second plan, sont 

X Y - A Z-Za 



/i colo)\ h 

^o( T ) COtw r-^— 

\n z J TSin-'*) 



Ces dernières é<juations montrent que la normale principale est distincte 
de GG' et, même, qu^'elle n'est pas invariablement liée au trièdre inolnle, 
car le point où elle coupe le plan zOx change pendant le mouvement, 
puisque les coordonnées dépendent de t qui varie avec s. 

De plus, dans le calcul de la torsion t, de (G), la dérivée de t s'introdui- 
rait évidemment et, par suite, il n'existe pas, généralement du moins, de 
relation indépendante de t entre p, et t,. A fortiori^ il n'y a pas de relation 

linéaire entre les courbures — et — de la ligne (G). 

pi ~i 

10. Les équations (lo), (n), (12), (i3) définissent deux des trois fonc- 
tions nécessaires et suffisantes pour déterminer la forme de la surface réglée 
étudiée ( * ). Il reste à calculer la troisième fonction que M. Darboux désigne 
par V et qui est la courbure géodésique de l'indicatrice S|)hérique du cône 
directeur. 



(') Voir M. Darboux, loc, cit. y p. 307. 



L» : ".il'it ijii- i "ri lioii\e n\-^l pas a>s«.'Z >iiiiple pour qu'il v ail 
• j -"l<{-;-r îfilvïrt à 1'.- flrvf.-loppt^r. Jt." nu." LM:irnt?rai. ce qui esl le seul point 
iî;;j 'rlaril. â douTirv cell».- val'_'ur d*: \ p«..ur la surface réglée de M. Ber- 
traiit] lr.iri-f'»riiice dr la premiL-re. en m'appuvant, d'une pari, sur ce que 
It.'S lransforni»;o? d»> liL^nr? • G ) el (ij » s«»nt de? asymploliques de la nou- 
vrllo surface et. d'autre pari, sur ce que l'équation différentielle des asym- 
[»tolirju»*> dune suilace réirlëe est. eu éprard à la notation employée (•), 

//// <//> (/fi dji' . 

2fj- U -f /.' li \ [ li - li.^-— p']= o. 

Dans le cas [nésrnt, une des lig^nes asyuiptotiques de la surface trans- 
formée coirespond à la val»*ur // = o. Par suite, la valeur de la fonction V, 
iflalivr à ci'tlr* (Inniéri* surface, sera fournie par l'équation 

dn du . 

\ = , , — - -^ -- arc lang— * 

puisque 

^i- = ds\ L . 

Kn vertu des formules (12 ) et (r3 ) et des valeurs (10 ) de M et de L, on 
trouve aisément que 



( I 5 . \' rr. - 



.— > 



// L- 



OÙ ( - j (lésiiTue la dérivée de - prise par rapport à .y. 

Kn particulier, celte formule s'aj»plique à la surface réglée engendrée 
par la normale O^' commune aux deux courbes conjuguées (O) et (O'), 
en introduisant les hypothèses 

car celte surface est une surface réglée de M. Bertrand. 

1 1 . Nous étudierons maintenant le cas particulier où la courbe (O)est à 
torsion constante, cas dans lecjuel les équations des numéros précédents ne 
couvir'nnent pas. 



' • b.VKHOl \. foc. CÎt . |). JoS. 
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Lorsque la courbe (O) a une torsion constante t, nous avons vu (n° 5) 
que toutes les droites £ rencontrent la bi-normale Or en un point G dont 
la cote 5o est telle que 

et, puisque a est manifestement égal au rapport des cosinus directeurs a et p, 
on a la relation 



■*'0 — 7 ô 



a 



Les équations instantanées d'une droite £ sont alors les suivantes 



J7 iz: aw, 

z — Zo-hyti, 



les quantités a, P et -s© vérifiant la relation ci-dessus. 

Les projections du déplacement du point M de cette droite, tel (jue 
GM = Uj sont, d'après les formules (A), 



AX =iadu 



i-'r)'^. 



A de M j ^Y = ^du^ïu{^-^A■^^^ds, 

AZ z^y du -+• - — ds. 

Dès lors le carré de l'élément linéaire de la surface réglée aura pour 
expression 

f/S» = dii^-\-ds^{Lu^— 2Mm + N), 
ou 

(i4) fi^S*= du^-\-Lds^[{u - Wo)*-f- p»], 

en posant d'abord 

l''=hi(?-0- 

Fae. de T. — X. F. 3 



d'où l'on déduit comme ci-dessus, 

el ensuite 

M 

I \ LN - M= I 
' ^ = L = L 



iJans ces formules, la courbure - est la seule quantité qui varie pendant 

le mouvement. La première des équations (i 6) représente la ligne de stric- 
tion de la surface réglée, et la seconde fournit le paramètre de distribution. 
Le théorème général du n^ 7 s'applique à ce cas, car rélimination facile 
de p, entre les équations (lO), conduit à la relation 



i/J-/^'-4^(a=-5») = o. 



Donc, la surface réglée engendrée par toute droite 2 est applicable sur 
une surface réglée de M. Bertrand. D'après ce qui a été rappelé au n®7, les 
trajectoires orthogonales qui se transforment en courbes de cette même 
dénomination sont définies par les relations 



d'où Ton déduit 



11 en résulte que ces deux courbes se confondent en une seule qui est la 
trajectoire du point G. Les courbes transformées, qui sont des courbes de 
M. Bertrand conjuguées, se confondent et, conséquemment, sont des 
courbes à torsion constantes, ce qui était à prévoir, puisque dans le cas 
actuel les droites D et D' coïncident. 

12. On reconnaît, d'ailleurs, que la trajectoire de G n'est pas, elle- 
même, une courbe à torsion constante, et que la surface primitive n'est pas 
non plus une surface de M. Bertrand, en supposant, bien entendu, que G 
soit distinct de O. 

EOectivcment, le plan normal à (G) en G a pour équation 
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et sa caractéristique, droite polaire de la courbe, est définie par l'équation 
précédente jointe à celle-ci 

9 9 ' 

qui représente un plan perpendiculaire au premier. Donc, le rayon do 
courbure p, de (G) est la distance de G au second plan, savoir, 

a' -h (3* 



et les équations de la normale principale, qui est aussi la perpendiculaire 
abaissée de G sur ce plan, sont 



X 




Y 




Z- 


- -0 


» 




P 






X 


p 




P 






b 



Cette droite change pendant le mouvement. Elle ne se confond pas con- 
séquemment avec la droite S. De plus, il est manifeste que, dans le calcul 
de la torsion t,, de G, la dérivée de p s'introduira et, par suite, la relation 

entre — et — ne sera pas, généralement du moins, indépendante de la fonc- 
tion p et, a fortiori, ne sera pas linéaire. 

13, Dans le cas particulier où la droite S est parallèle à la bi-normale, 
elle doit être située dans le plan rectifiant ainsi qu'on peut s'en rendre 
compte directement. 

En effet, si Ton désigne par Xq et y^ les coordonnées du pied H, sur le 
plan xOyj d'une droite L parallèle à Os, et par u la distance HM comptée 
de cette droite, les coordonnées du point M auront pour valeurs 



*^ = J?o» 7 = yo, 5=" 



» 



et les projections de son déplacement sur les axes instantanés seront (dans 
l'hypothèse où le point M se meut aussi sur L) 

A de M I AY = (-"-")*, 

AZ — rf« + ^ ds. 



K.2<) 



V. ROUQUET. 



On on (Icdiiit Toxprcssion de dS^ pour la surface réglée engendrée par L. 
IN)ur (jue la droite L soit normale aux trajectoires de ses diflercnls points, 
il faut (juo le coefficient de du d.s soit nul; c'est-à-dire, comme nous l'avions 
annoncé, (jne Ton ait ^„ = o, ou bien encore que la droite L soit située 
dans le plan xOz. 

Si celle condition est remplie, on a 



'«■=""•-*[("-■?)'-"■]. 



d'où 







/>:- 



I 



On en déduit que la surface réglée, engendrée par une droite £ parallèle 
à la l)i-normale de la courbe à torsion constante donnée et située dans le 
plan riîctilianl, est telle (pie son paramètre de dislrii)ution a une valeur 
constante égale au rayon de torsion, et que la ligne de striction de cette 
surface réglée appartient à la développable enveloppe du plan rectifiant 
de (O). 

14. La valeur de la fonction V relative à la surface transformée est tou- 
jours déduite de la formule 



V --. — - - . (arc tang ~ j 



qui donne, pour le cas où la droite £ rencontre Oz à dislance finie. 



(17) 



\ = 



jiï) 



3 



et, pour le cas particulier examiné en dernier lieu, 



('7) 



iV 



V = - 



«p y» r. 

• •« i-' 



les dérivées ( - j et p' étant prises par rapport à .v. 



15. Nous terminerons par l'étude du cas où le rapport des courbures 
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de (O) est constant, ce qui revient à dire que cette courbe est une hélice 
tracée sur un cylindre arbitraire. 

D'après ce qui a été dit au n*^ 5, les équations d'une droite £ peuvent 
alors s'écrire 

z = /langfjL-f- yw, 

a = o, 8, Y désignant encore les cosinus directeurs de S, u la distance G' M 
du point M(a:, y, z) de la droite au point G' où elle rencontre la droite D' 
qui se confond, comme on sait, avec la caractéristique du plan rectifiant. 

Dans ce cas, la courbe (G') n'est autre évidemment que l'hélice (O) dé- 
placée parallèlement aux génératrices du cylindre qui la contient, et toutes 
les droites £ aboutissant au même point G' de D' sont les normales de (G'). 

On a, pour les projections du déplacement d'un point quelconque M 
de S, 



iX=(,-^)*, 



A de M { âLY=i^du^^ds, 

AZ = ydu-+-^ds^ 

puisque tangfx = -• Conséquemment, le carré de l'élément linéaire de la 

P 

surface réglée engendrée par £ a pour valeur 

(18) dS^= du^-\- ds'{Lu*— 2Mu -h^) = du*-\-Lds*[(u --- uoy-h P*]; 

en posant d'abord 

L=^4-~ = ^,(PHangV + i), 

<'9^ U^êiang^, 

d'où l'on déduit, comme dans le cas général, 

LN-M«=:i. 



V, H» 

Pour qiu* la ilroili* I . 
il t'.iul «|ih* lo C(M*fliri«- 

ilans U» [ïlan .r( ) -. 
Si ccHc coiulilion 



:- .:..:i. On voil dt^ 



il\u'i 



On on (lôiluit 
à la l)i-nornial«' 
|)lan HTliliant. 
l'onstanlo ôuah 
snrfaco ivitK'm* 
de vOV 

1 i. La \al< 
jonrs ilôduili' 



(|ni ilonno, | 



o:> 



ol, |unir 1.' 



i-> 



los iK*ri\« 



i;>. \ 



-".îtaco ilôi'rilo 
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ii-lincti- do la 
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- - i*.inu'lo ^J-' sous 

- ^. .1 ..onlionl soil 



.-.liv d».' » Ci > ou 
: t! los môinos 

i .::i-/ l'arl. *iuo 



. » 




«« 



» - • 

a 






SUR UN CAS PARTICULIER DU MOUVEMENT A CINQ CONDITIONS. F. 23 

qui convient à la surface réglée engendrée par Oy, en supposant que [jl 
devienne égal à (x', le rayon de torsion t conservant la même valeur que 
pour (O). 

Dans le cas où (O) est une hélice, la valeur de V relative k la surface de 
M. Bertrand transformée de celle qui est engendrée par une droite 2, 
savoir 



V=-^^(a.c,.„.^.) 



Uo 



devient V = o, puisque le rapport — est constant. 

Le cône directeur de la surface transformée se réduit à un plan, ce qui 
pouvait être prévu, attendu que cette surface transformée est engendrée 
par les normales principales d'une hélice. 



MÉMOIRE 



SUR LES 



ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE 

DONT L'INTÉGRALE EST DE LA FORME 

PAR M. P. PAINLEVÉ, 

Professeur adjoint à la Faculté des Sciences de Paris. 



1. Dans mes recherches sur les équations du premier ordre dont l'inté- 
grale ne prend qu'un nombre fini de valeurs autour des points critiques mo- 
biles, j'ai été amené à m'occuper des équations différentielles 

dy _ P(/,^) _, apyP-\- -4-go 

(où les a, b sont des fonctions analytiques quelconques de a?), dont l'inté- 
grale se laisse mettre sous la forme 

les g et h sont certaines fonctions de a?, les X des constantes numériques 
et C la constante d'intégration, [les g(x) sont, bien entendu, supposés dis- 
tincts]. Une Note récente de M. Korkine (voir les Comptes r^endus de 
l'Académie des Sciences de Paris, 26 mai 1896) me donne l'occasion de 
rassembler les résultats un peu épars que j'ai obtenus sur cette classe 
d'équations (*). 

Je rappelle d'abord quelques définitions et résultats bien simples, mais 
qui jouent dans la suite un rôle fondamental. 



(*) Voir mon Mémoire sur les équations du premier ordre, Chap. V; les Comptes ren- 
dus du 18 janvier 1892 et de juin, juillet iSg6; enCin mes Leçons de Stockholm (octobre iSgS), 
10 et 1 1* Leçons. 

Fac, de T.— \, G.I 



I 



I! 



t^ 
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Observons que, quand on a cfieclué préalablement sur y une transfor- 
mation homographique à coefficients numériques quelconques, SX est nul, 
p est égal à 5^ -f- 2, gr égal à n — 2 — s\ enfin j^ = 00 n'est pas solution de 
(i) du moment que (i) ne se réduit pas ky' = o. 

3. Quand l'intégrale de (1) est de la forme (2), le binôme Prfj^ — Q'/^ ad- 
met, d'après cela, le multiplicateur Î-_Zl^J -==M(y, x), où 

le degré du numérateur a S est au plus égal à /z — i — /•, et où S n'est di- 
visible par aucun des facteursy — gi. Si le binôme Vdx ^ Q,dy admet de.u.v 
multiplicateurs distincts (*) M et M^ qui soient des fractions rationnelles 

eny^ le quotient ^rp est une intégrale première de (i) et en même temps une 

fraction rationnelle en j^, soit R(^, x). On a donc 

(7) R(j, ^O^const., 

et cette égalité montre que y{x) ne prend qu'un nombre fini de valeurs 
autour des points critiques mobiles. 

Quand il en est ainsi, on peut toujours supposer la forme (7) irréduc- 
tible; autrement dit, si v désigne le nombre de valeurs àa y{x) qui se per- 
mutent eflectivemenl autour des points critiques mobiles, il est loisible de 
donner à Tintégrale la forme 

(8) p(j', ^) = c, 

où p est une fonction rationnelle en y de degré v. Toutes les formes (7) 
s'obtiennent alors en prenant pour R une fonction rationnelle quelconque 
de p, soit R=:(p(p). Toutes les formes irréductibles de l'intégrale s'ob- 
tiennent en effectuant sur p une transformation homographique à coeffi- 
cients numériques {voir mon Mémoire sur les équations du premier 
ordre, Chap. I). Toutes les formes (2) de l'intégrale s'obtiennent en pre- 
nant pour F 

.(9) F = y(p - «i)«^'(p - cLiY^ . . . (p - «y)^, 

a,, ..., ay, (JL,, ..., (jiy, Y étant des constantes numériques arbitrairement 

choisies (^). 

• 

(*) J'entends : qui ne diffèrent pas seulement par un facteur constant. 
(*) Soit, en effet, x^ une valeur de x pour laquelle les déterminations considérées des 
coefficients de p et de F sont holomorphes; soit y\ une valeur d'une intégrale y\{x) pour 
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constantes numériques inconnues, les gj^ h des fonctions inconnues de x\ 
2^ quand il en est ainsi, calculer les gi^ h en fonction des coefficients 
de (i). 

Quand l'intégrale de (i) peut se mettre sous la forme (2), le binôme 
V dx — Çldy admet un multiplicateur M de la forme 

(x{x)%{yyœ) _ (x{x)%{yyx) 

OÙ s est un polynôme en y de degré (/i — r — i) au plus, dont aucune ra- 
cine ne coïncide avec y=ig^ o\x y = g^^ -* -t y ^ gn- Inversement, s'il 
existe un tel multiplicateur M (où les n fonctions gi sont distinctes), l'inté- 
grale de (i) se laisse mettre sous la forme (2). En effet, considérons la dif- 
férentielle totale exacte 

Pour X constant, l'intégrale / ^ \ peut s'écrire 

J Vy-gi y — gt y — gn]-^ -^ 

Je dis que les X, sont des constantes numériques; en effet, si X^, par 
exemple, dépendait de x, on aurait 

'\t désignant une fonction de y rationnelle pour y = g^, égalité absurde si 
-T-^ n'est pas nul. Il suit de là que J est de la forme 

2Xflog(/ — ^i)-f-9(^), 
et l'égalité e^ = const. donne, en posant h = c^, 

les X étant des constantes. 

Pour que l'intégrale de l'équation (i) se laisse mettre sous la forme (2), 
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tégrale générale y (x) d'une équation (i) donnée ne prend qu'un nombre 
donné v de valeurs autour des points critiques mobiles, et ramener^, dans 
ce caSy V équation à une équation de Riccati 

(II) — = oiu'-^^u^y 

par une transformation 

les A, B, a, p, y s'cxprimant rationnellement en fonction des coefficients 
de (i) (et de leurs dérivées) (*). 

En définitive, on sait reconnaître algébriquement si V intégrale d'une 
équation (i) donnée peut se mettre sous la forme (2) où l'entier n est 
donnée et la détermination des fonctions g (y h dépend soit d'une qua- 
drature^ soit d'une équation de Riccati. 

Observons que les gi s'obtiennent algébriquement et h par une qua- 
drature y à moins que l'intégrale ne puisse se mettre sous une forme (2), où 
tous les exposants X soient des entiers {positifs ou négatifs), 

5. Remarques, — Complétons ce théorème par quelques remarques : 
tout d'abord, quand l'intégrale de(i) peut se mettre sous une forme (2) 
où tous les X sont distincts, les gi se calculent algébriquement en fonc- 
tion des coefficients de (i) (et de leurs dérivées), à moins que l'équa- 
tion (i) ne soit une équation de Riccati. 

La chose résulte de ce qui précède si la forme (2) est irréductible à une 
forme (2)' où les X soient des entiers. Supposons, au contraire, que l'inté- 
grale de (i) puisse se mettre sous la forme 

où p est rationnel en^; toutes les formes (2) se déduisent d'une forme irré- 
ductible, soit p == c, par une transformation 

les a, [jL, Y étant des constantes. Soit v le degré de p en y; il est loisible de 

(^) Voir mon Mémoire sur les équations du premier ordre (Chap. V). 



^f.8 p. PAINLEVÉ. 

sij()|)r>s<îr ([ue 1(; numérateur et le dénominateur de p ont leurs v racines 
l'iuh's ri distlnclcs; si c, est une valeur remarquable de la constante, une 

^nluliriii de (i), soit y, (x)j vérifie l'égalité — = o, d'après la relation 

y, r\ la loiiction u correspondante [u(x) = h(y^jx)] sont donc connues 
alf;él)n(|U(îni<»nt en fonction des coefficients; il suit de là que, s^îl existe une 
rairur rrniarquabhy V équation (i) s'intègre par deux quadratures; 
s 'il r.ristr driix valeurs remarquables, par une quadrature; s'il en existe 
trois, r équation (i) s'intègre algébriquement. (Voir le Mémoire cité, 
p. i(jo-ij);{.) 

< \rn posé, v est supérieur à i si Téqualion (i) n'est pas une équation de 
Ilircali. (Considérons toutes les valeurs c' de c pour lesquelles les racines 
)'(./•) de Tégalité p = c sont toutes de multiplicité différente; ces valeurs 
sont toutes des valeurs remarquables de la constante, sauf peut-être une 
seule pour laquelle une racine au moins devient infinie; mais, dans ce cas, 
// = 00 est une solution de Téquation de Riccati (ii) qui se réduit à une 
écpiation linéaire. On connaît donc autant de solutions de l'équation (i i) 
([u'il y a de valeurs c' distinctes. S'il y en a trois, l'équation (i) s'intègre 
aljj^éhriquement. S'il y en a deux, on peut faire en sorte que ce soient c = o, 
r. = oc. La fonction 

F = y(p -«.)•*••■•(?- «y)"*' H=/t(^)n(y-/.)x. 

aiirji dos exposants X,- égaux, à moins que les constantes a,, ..., a.j ne se 
réduisent à la seule valeur zéro. La fonction F se réduit donc à yp^, y dési- 
gnant une constante. D'autre part, si l'on écrit p sous la forme 

les /^, . . ., /v, /Wi, . . ., m^ (qui ne sont pas tous distincts) sont connus algé- 
l)ri((uement, car les valeurs y = Z/ (ou y = m,) vérifient l'équation (12) où 
l'on remplace u par la solution connue w, de (11) correspondant à c = o 
(ou par la solution w^ correspondant à c = x)). La fonction k(x) est donnée 
moyennant la quadrature logarithmique qui achève l'intégration de l'équa- 
tion de Riccati (11) dont on connaît deux solutions. 
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Enfin, s'il existe moins de deux valeurs c' de c, il esl impossible (v étant 
plus grand que i) de donner à Tinlcgrale la forme (2) où tous les X soient 
distincts. Nous avons donc bien démontré ce théorème : 

Quand V intégrale d'une équation donnée (1) peut se mettre sous une 
forme (^1) ou tous les exposants sont distincts y les fonctions gi se calcu- 
lent algébriquement et h(x) par une quadrature logarithmique. La 
seule équation de Riccati fait exception à ce théorème. 

Une autre conséquence des propriétés des valeurs remarquables de la 
constante est la suivante : quand l'intégrale d'une équation (1) se laisse 
mettre sous la forme (2), n est au moins égal à r -+- i si SX :^ o (*) et à 
r -f- 2 si SX =r. o. Les fonctions g^ h s'obtiennent par deux quadratures 
au plusy sauf dans le cas où n est précisément égal à sa limite infé- 
rieure (r -h I pour SX i^i^ o, /• -h 2 pour SX = o). En effet, des que n dé- 
passe sa limite inférieure, il existe au moins une valeur remarquable. 

6. Quand l'intégrale de (i) se laisse mettre sous la forme (2), où F n'est 
ni rationnel en y ni réductible à la forme rationnelle, les gi se calculent 
algébriquement. S'il existe une valeur remarquable c, , une intégrale j>^|(a7) 
vérifie la relation 

et, par suite, se calcule algébriquement. La fonction h vérifie l'égalité 

Convenons d'appeler fonction qua^i algébrique des variables x^ y^ ...^\r 
toute fonction O qui s'exprime algébriquement en p^', . . ., pj^^", les p,, ..., p„ 
désignant des fonctions algébriques de a;, j^, .. ., p, les X des constantes. 
Appelons de même équation qua^i algébrique toute relation obtenue en 
annulant une telle fonction $. Quand l'intégrale d'une équation (r) se 
laisse mettre sous la forme P(a:, ^) = const., où P est une fonction quasi 
algébrique de y et des coefficients de (i) (et de leurs dérivées), nous 
dirons que l'équation (i) s'intègre quasi algébriquement. 

Ces définitions adoptées, proposons-nous de reconnaître si une équa- 
tion (i) donnée admet une intégrale première de la forme (2) où 



(>) r désigne toujours le degré du coefGcient différentiel de (i); voir p. 2. 

Fac. de T. — X. G. 2 



- I 



?. ?u'::iLEVE. 



•r«^h*7i 7 :>^ :?:ofLi^i>r:. fa.i-t ^'nif*:sn*r al^^ébriquement ni quasi 

"• M\ î •'• »:!•>•< -^^iic :«^5^i»^>. r:iiv ixit.jue la forme (2) est irréductible 
. " ' :\i'j ' :[: i' * u '-ni*' -icii aa»^Ll»? * ri i. C^ins k* premier cas, il ne saurait 

-^. '* :• :ur m:- - fii.il- :-i;iOie it.' .a ■:v-a>tdnt'?, autrement Féquation (1) 
- i ^- '"111 ;;«>; n:^' '.M-t.-nomeîU: rar milite featier n est égal à rn- i ou 
; : ->ii^ iiu ru ^. -< «i l'Mi iiif»:r-»iit Je zén^: il est donc limité. Dans 

. ^v «it: . i>. :i. ^-u-- 'lanc uiîs? s.^os forme irréductible c(j:, ^) = c, 

i.' >^Mri.L \ >; r i!i> i" i*"ix v:u.'«ipç r?mari|uables de c; il est donc 
. i-^îN-* i laïui'*.!-*' [ti **i .:.;iii^rs ie< ^al»*urs o := o, = 00 il n'y a pas de 



II 



* — » 



/ o^t v'M».«ur -.î^ul .1 •• - I Ji " — i. \ .^os savHis Jonc résoudre algébri- 

;<''/*'.*'/; U ^luostion ^^Dxvdeute. 

Ktt parlioulior, •/:.:/*: J.nrie^s un** t'qutUion « i > dont les coefficients sont 
^:!:^^ht'^U'/s t.'n .i\ on ^izît reconnaître, à raiJe d*un nombre fini d'ope-- 
n::. ns af^zct^riques. se son inte^mle y\Jr. C », ^st une /onction trans- 
cendante qui ne pn^nd autour des points critiques mobiles qu'un 
HK^/ubre fini. >o> DO»t, de valeurs. 

7. IV^jH^si^ns-nous, on dernier lieu, de déterminer si V intégrale d'une 
équation \\^ donnée peut se mettre sous une forme (n) (où n est in- 
i\mnu^ irréductible ci la forme nitionnelle en \\ 

Considérons d^abord une équation ^ 1 > où P et Q soient des polynômes 
on .r% y% tels que les deux courbes P = o, Q = o du plan des x, y aient 
loulos leurs intersections ^^à distance ou intinie) distinctes. A chaque in- 
loi*soolion M de ces deux courbes, M. Poincaré fait correspondre un expo- 
mint 9 facile & calculer; par un tel (K>int M il ne passe que deux courbes 
inléifrulos d'aspect algébrique, à moins que l'exposant ^ ne soit un nombre 
ihVI, conunensurable et (positif, auquel cas M est un nœud algébrique. 
Mtivonnant la seule hypothèse q\i aucun des exposants a ne soit réely corn- 
99èrnsurable et positif, on peut résoudre algébriquement le problème 
précédent. Kn cfTct, il est loisible de mettre F sous la forme 



JIKMOIRE SUR LES ÉQLATIOKS DIFFÉBENTl ELLES DU PREMIEIt OUDRE. G. I I 

les Pi désignenl des polynômes en y, donl les coefficienls di-pcndent algé- 
briquement de X, le premier de ces coefficients étant l'unité, et les X sont 
des constantes entre lesquelles n'existe aucune relation linéaire et homo- 
gène à coefficients entiers. Lo nombre j est au moins égal W 2; sinon, 
F serait réductible à la forme rationnelle. (>cci i)Osé, je dis d'abord que 
les Pi sont rationnels en x\ en effet, dans l'hypothèse où nous nous plaçons, 
il n'existe (à un facteur constant près) qu'un seul multiplicateur MC^i -v) 
rationnel en y, soit 



^{x)[y'+k..,{x)y'- 



^in-i(--^)y- 



ihif^- 



h/.(.r) 



les fonctions k, l sont connues rationnellement à l'aide des coefficients 
de (1) et de leurs dérivées, donc sont rationnelles en x. Les racines 
y^gi{x) du dénominateur do M qui donnent lieu au même résidu X 
de la fraction MQ en ^, sont déterminées par une relation algébrique 
m{x,y) = 0, on xa est un polynôme en y dont les coefficienls dépendent 
ralionnellement des coefficients de (i), de leurs dérivées et de la con- 
stante A. Chaque polynôme p,- est un produit de tels polynômes tn. Donc 
tes Pi sont rationnels en x. 

Les deux courbes algébriques p^ = o, ^,= par exemple (mises sous 
forme entière) ne peuvent se couper qu'en un des points M communs aux 
courbes P = o, Q = o. Or, par chacun de ces points M (à distance finie ou 
non) ne passent que deux courbes intégrales d'aspect algébrique, et l'on 
calcule immédiatement le nombre t d'intersections confondues en M de ces 
deux branches. En faisant la sonmic de ces nombres t pour tous les 
points M, on a une limite supérieure du nombre des points communs aux 
diverses courbes algébriques pi^ o, donc une limite supérieure du degré 
en X, y de ces courbes. D'où ce théorème : 

Quand aucun des exposants des points singuliers n'est un nombre 
réel, comme nsurable et positif, on sait reconnaître algébriquement si 
l'intégrale de (i) se laisse mettre sous une forme (2) irréductible à ta 
forme rationnelle, sans que l'entier n soit donné. 

Le même raisonnement et le même résultat subsistent évidemment si, 
dans l'équation (1) donnée, P et Q sont des fonctions algébriques quelcon- 
ques de X, telles seulement que l'équation (^1) ne possède aucun nœud 
algébrique {à distance finie ou infinie). 



1 I 
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ce qui exige que ç soit une constante, c'est-à-dire que l'équation linéaire 
qui donne v se réduise à 

Y étant connu rationnellement en fonction des coefficients de (i) (et de 
leurs dérivées). 

9. Observons que quand // est égal à i , le degré des polynômes en y 

A=^n(^-,.,). 

est au plus égal (et est égal en général) à /i — i . Quand EX est nul, le degré 
de A est au plus égal k n — 2 ; pour que le degré de B s'abaisse d'une unité, 
il faut que 2X,g^) soit nul quel que soit a;. Cette remarque faite, établissons 
ce théorème : 

Étant donnée une équation (i) où le degré en y de P est au plus égal 
au degré en y de Q, si cette équation admet une intégrale première de 
la forme (2)', elle s'intègre algébriquement ou par une seule quadra- 
ture. 

D'après ce qui précède, nous n'avons plus à démontrer ce théorème que 
dans le cas où, la quantité SX étant nulle, la forme (2)' est réductible à la 
forme p(j^, x) = c, où p est rationnel en y. Nous pouvons remplacer, dans 
ce cas, les égalités (i i) et (12) par les suivantes 

Si, dans l'équation linéaire, on remplace p en a?, y, on voit aussitôt que, 

dans l'équation -^ = ^f'^'^l ainsi obtenue, le dénominateur est de degré 

9 V — / — I , le numérateur renferme un terme de la forme PjK^^~' î pour que 
le degré de P ne dépasse pas celui de Q, il faut donc que p soit nul, c'est- 
à-dire que V soit donné par l'unique quadrature v = fy dx. c. q. f. d. 

10. Démontrons, pour terminer, que si l'intégrale d'une équation (i) 
quelconque se laisse mettre sous la forme (2)' où tous les X sont distincts, 
les gi s'obtiennent algébriquement, à moins que l'équation (\) ne soit 
une équation linéaire. 
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La chose est démontrée si Tintégrale ne se laisse pas mettre sous la forme 
p(y^x) = Cj où p est rationnel en y. Quand on se trouve au contraire 
dans ce cas, deux hypothèses sont possibles suivant que, dans la forme ir- 
réductible de l'intégrale p (y^ x) = c, le degré v de p en y est égal ou 
supérieur à i. 

Dans le premier cas, l'intégrale peut s'écrire 

y — ^ti-^) 

et comme 

pour que F soit de la forme U(y — gïY'y il faut que (h — a,)**i...(A — a^)»** 
soit une constante, c'est-à-dire que h soit une constante; y vérifie alors 
une équation linéaire. 

Quand v est plus grand que i (voir p. 8), l'intégrale ne se laisse mettre 
sous une forme (2) où tous les X sont distincts que s'il existe au moins 
deux valeurs de c pour lesquelles on connaît une solution de (i); s'il en 
existe trois, l'équation (i) s'intègre algébriquement; s'il en existe deux, soit 
c = G, c = oc, on a 

C = Coc^ 

et puisque p est de la forme 

h(x) doit être une constante; comme les l(x)y m(x) sont connus algé- 
briquement (voir p. 8), l'équation (i) s'intègre algébriquement. Nous 
avons donc bien établi que, si les X/ dans (2)' sont tous distincts, les g^ 
s'obtiennent algébriquement, sauf dans le cas où (i) est une équation 
linéaire. 

DEUXIÈME PROBLÈME. 

J 1 . Quand on effectue snTy(x) une transformation homographique dont 

les coefficients sont des fonctions arbitrairement choisies de x^ l'équation (i) 

prend la forme 

f/y _ ar^i y''-^^ -4- ^r-n r''^^ -f- . . . -H ^ Tq 

d'autre part, la relation 

(2) /i(x)[v — ^',]>M...[y — ^^]^« = const. 
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garde la même forme si EX est nul; elle se transforme en une relation ana- 
logue OÙ n est augmenté d'une unité et où X;,^, = — (X, -h . . . -f- X^), si 
(X, -H. . .-h X„) est différent de zéro. 

D'après cela, posons-nous le problème suivant : 

Problème (A). — Former toutes les équations 

dy _ ar^^jœ) y^-^'~\- ttr^^jx) y'-^'^ -h. . .+ aç,{x) 
dx v'*-h6r..i('a:) /'■-*-+-.. .-h 6o(^) 

{de degré r donné) dont V intégrale générale se laisse mettre sous la 
forme 

oii V entier n est donnée ainsi que les exposants X, dont la somme est 
nulle. 

Tout d'abord, n est au moins égal k r + i. Plus généralement {voir 
p. 2), soit 5 la somme 2(//— i), où /«, . . ., /* désignent l'ordre de multi- 
plicité des intégrales remarquables /i(a?), ..., JKaC^)? (J^i pouvant être 
l'x)); on a 

/i = /• -h 3 -h 5. 

Pour qu'il existe une intégrale remarquable d'ordre /, / — i conditions 
sont nécessaires entre h et les g ; il faut : 
I** Que le polynôme en y 



i = n 



^"^My — ê^i]' "[y — ffi'i][y — gi^i]' "[y — gn] 



1=1 



ait une racine multiple d'ordre /— i, soit y = ^,, d'où/ — 2 conditions 
algébriques obtenues en éliminant y, entre les équations 

Myi) = 0, —(y^)=zO, ..., .^--^(y^) = o; 

2*" Que cette racine multiple soit une intégrale remarquable, c'est-à-dire 
qu'on ait 

(3) h(x){y,- g,)\. . ,(y,^ g,)K = C, 

[d'où une relation quasi algébrique entre h et les g^ obtenue en tirant y, 
de A (y, ) = o pour porter dans (3)]. 
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D'après cela, considérons un système quelconque à^ entiers positifs dont 
la somme soit égale à /i — /• — 2. A chacun de ces systèmes, soit /, — i , . . ., 
/a— I ou La, correspond un type d'équations (i) répondant à la question : 
ce type s'obtient en prenant pour h et les g des fonctions de x qui satisfont : 
i^\i n — /• — 2 — /f relations algébriques (S) qui expriment que A (y) pos- 
sède A* racines distinctes de multiplicité /« — i, . . ., /;t— i ; 1^ kk relations 
quasi algébriques (S') qui expriment que ces k racines sont des intégrales 
remarquables; ces dernières renferment chacune une constante arbitraire 
C,, . . ., C^. Ces {n — r— 2) relations (S), (S') définissent les (/i -f- 1) 
fonctions indéterminées fi, gn - - -^ gk^ l'aide de (r-h3) d'entre elles arbi- 
trairement choisies et des A* constantes C,, . . ., Q (dont on peut toujours 
supposer la première égale à l'unité). Comme les coefficients a, 6 de (i) 

s'expriment rationnellement en fonction des A, gi^ -t^> -^'> on voit que les 

coefficients des équations (1) cherchées se calculent en fonctions de (r -h 3) 
fonctions arbitraires, de leurs dérivées premières et de A — 1 constantes. 

En définitive, à chaque système d'entiers positifs (soit /| — f, ..., 
4 — I ) dont la somme est égale an — r — 2, correspond un type d'équa- 
tions (1 ) cherchées qui dépend (sous forme connue) de r -^ 3 fonctions 
arbitraires de x*, de leurs dérivées premières et de (k — i) constantes 
arbitraires. On obtient toutes les équations (i) cherchées en épuisant 
tous les systèmes d'entiers positif s dont la somme est égale an — r — 2. 

•Nous discuterons tout à l'heure la compatibilité des relations entre les 
gj h. Je ferai auparavant quelques remarques. 

Si Ton exprime que A(y) est divisible par le dénominateur Q(yj x) du 
coefficient différentiel de (1), on obtient r nouvelles relations algébriques 
entre //, les g (et les b), relations où les dérivées des A, g ne figurent pas. 
Ces relations, jointes au système (S), (S') (ce qui donne en tout n — 2 
relations algébriques ou quasi algébriques), définissent les (/i-hi) fonctions 
ff^ r^\^ • "j gn'*^ l'aide de trois d'entre elles et de 6;._|, — , feo« On peut donc 
se donner arbitrairement le dénominateur Q dans l'équation (1) cher- 
chée, et les coefficients du numérateur dépendent encore de trois fonc- 
tions (et de constantes) arbitraires. 

m 

12. Observons que quand la quantité 2X n'est pas nulle dans Téga- 
lilé ( 2), y = oc est toujours une solution de (i); autrement dit, le degré 
du numérateur P est au plus égal k r -\- i. On aurait donc pu, au lieu du 
[noblèuic (A), se poser le problème suivant : 
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de x^ et exprimons d'abord que l'expression 2 -^ — est de la forme 

(7 — ^1) ••• (/-^/i) 

(où /, -f-. . .-f- /;t— /f-h /'est égal à /^ — i). 
Nous formons ainsi n conditions 

f. //_, o „^ -, _ c(/g^/-.Vty'-^->(A^ — y^)^^"'(^^— v^^i)-'(6"/— 7^-^r) 

qui entraînent la condition 2X = c, en sorte qu'on peut garder seulement 
les (n — i) premières égalités (a), en y faisant c = SX= i. 

Exprimons maintenant que I^\■g^ est une constante C(, et que y,, . . ., ^'a 
sont des solutions de (i)'. Nous formons ainsi un système total de n H- A' 
équations entre les (n -h k -h r) fonctions inconnues g^{x)^ ..., gn{''^^)* 
y, (x)j . . 'j yf(^r(^)j à savoir le système 

y _ (gi-yiY*'' '" {gi—ykY'^-'igi'-yk^x) -•• (gi—yk^r) 

igi—gx) ••• (gi—gi-l)(gi—gi^i) -"(gi-gn) 
= pi(g\* "'fgnWlf ...,7A.+ r), [/ = 1,2, ...,(// — 1)], 

Co—lligi=pn(gt, '"fgn;yi, ...,yit4.r) (*)> 

Cy= (/y — ^l)^' . • • (yj — gnY" = pn^j(glf ' -'fgniyif - • .,7A-hr) 

(j •=: If 2, . . . , A' ) . 

Pour que la forme (2)' soil l'intégrale d'une équation (1)', il faut et il 
suffit que, les n fonctions distinctes g^^ - --^ gn étant substituées dans (t), 
les équations ainsi obtenues entre y, , . . ., yk^r soient compatibles pour cer- 
taines valeurs des constantes Cq, C,, . . ., C^. 

Ceci posé, je vais montrer que les seconds membres p,, . . ., p^-hk des éga- 
lités (t) sont des fonctions indépendantes des variables ^,, . . ., g^y y^, . . ., 

yk^r- 

En effcl, supposons qu'un au moins des p soit fonction des autres, et 
ajoutons aux équations (t) les r équations 

(^) 



( ' ) p,i s'ol)lient en remplaçant, dans SX/^,-, !„ par i — (Xi H-. . .h- X„_,), puis Xi, . . ., X„_| 
par leurs valeurs en ^i, ..., ^m yu ••» yk-hr- La même remarque s'applique à p/i+i, ..., pn^-k- 



(T) 



<i.'-Ml I». PAIM.KVi;. 

I fartlnrl, Irs ( // f A I- /') loiicrKiiis p ii<» sont pas distinctes; ad motions 
f|n\'llrs snirnl lires y\\v / rcljilions ri / si'ulrnirnt. IV)nr nn svslrino qiiol- 
riMH|n*' <If rnn^liinli*s A,, . . ., A,,, ( !„, . . ., (I^i,,., satisraisanl à c(»s / nrla lions, 
li'^ <'M|uatinns ( T ), ( ) fMi :,»•,, . . ., )7».,. sr rrdiiisrnl à ( // -\- h -h /• — î ) r(|ua- 
(iitus (li>lin('lrs ri ri)ni|)atil>li*s i|ni adnKMIrnt (1rs solntionsoii tons U'^ ff sont 
«lislinrls r| où / tirs i'nnriions f^^y ..., ;,»■„, >*,, .--jy^^r *^<^"^ choisies arliî- 
h .liirniriil. ( '.tHinnr, «rauliM* |»arl, 1rs fs, nnr fois drtci ininrs, les fonctions 

\ \ A.; I<' sont rxidrninirni, on |)onri'a sr donner arl)itraircni(?nt / des 

fonrlions i,^ snii :,»,, . . ., :;■,. 

M. lis «jiiand 1rs (Mindilions (^t\ (^0") sont vrrilîcrs, le d(»j;ré /"de Q dans 
X 1 ^ rsi ÔMal à // I (^/, i /a I . . . i- /;^ - A -f- /) = o; V (([ni est de degré 

'■ 1^ r>I donr idriilitMirnirnl nnl, el rêonalion (i)' se rédnlt à -;- = o. 

' * ^ c/.r 

(«Muine erllr ri|nalion i\o'\\ ailnieltre la solnlion^i* r - ^'■, (,*•), on ^'■, est arbi- 
irairrnirnl rhoisj, la ctnieliisitïn est ahsnrde. Lrs fondions p,, ..., p„^^ de 

.: \^ ^ MMil dont* indê|MMulanlt*s. c. q. f. h. 

r. Nuil de là *|u'en l.ùssani de eoir eiMlaines \aKMn*s exceptionnelles des 

v>î.nUes \, i\ ir^ conditions ^t^ tlrlinissrnl ( // ->- /» ^ d*'s fonctions j;*",, ..., 

^ . * .. . \ ... en ftMïction dt* /' tirs tondions ir arbitrairement choisies. 

'^ ■'., X ; :v v.:\;s: X c7i//// i/ouNt'w «/ r/idr/ur wsfrmr fl\*Nfirrs poxi/i/'s 

: ^ • ■ v. i':;.:/*' «/ n i r\ Sin'f /, i /^ — r, corrcspont/ 

;. •j\•^l^ r/irrr/h'rs tftn itf'prui/ {^ptrr rA'.v rrlafions ro//- 

::^ r!r f /'»»/ii7;iV/v rf (A* A ri^nstiinfrs ap^hifrairrs, II ne 

.; .Xv'v'pluMi tjue ptMir i/.*\ f\ilt'uF\^sin::i/lirrrs tirs rxposanfs'k. 



^ tx 



^./.î.il fondantenlal auipiel nous \iMdions arriver. Avant 

•> V;\M\N ^jiw'Kjucn reni.nijni*< importantes. 

. vl.- *jiu*Kjue nKinicre qu'on cho >issr 1rs constantes X, (^, 

^.^••/, ■;. .:' \; •; '/ -v . :. :•; \ '•.;».:/ 7» \\v. lùielVet.si pour un 

■ ^ ;* .-^^.tv/./NX, i\ K*N vNju.UoMis T^ Nr rrduiseul à \// —A — A 

.-../^ L'i-^. .*'. J.>;:tKtv*<, on peut cucote .ijouler à ces è«piations 

• ••v.:' ,;."* xa'iCi;:N cou\cu.iM»*s i!c> t' i^.r» \o 

: ^ . 1^ A^vnoSlr.r.t d.*< <^":;.i.^a^ o.; un au moins 

• ' ' » 

:..'• ^ ;rn\ v .v:..^u> .;:: *vî i.\:î \.\::\' .\\: :a;sonnemenl 



.-.•i^'«vM. X ."N V .■ '^^ " > 



s. 






-± : TÎ5 —fTan-'gs —5 



*^'«-'''?t^ 



_ . i~. 



rîrr — rHir 



lii'-? 



i "■ ' 



'TTTfTV^ 



-^ _:iEiirr 



«•a =r » 



^ir IDDOrtS -^ -« 



^ t ^ -^at 'î^Ti^ 






.'.ài ' Mis. ;-je le s)it 



1. 



!• .-> 



î». ..^■"'j.'- * ^ viT m i :?U Dit 



L. 



l^ 



' ": u-^ I. Jw. Hais toutes 
:i .:u:r- vi*-: i — ^-^: il suit 
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de là qu'on devrait avoir 

< • r 3(v-3)1 ij r v-3"| 



r 
ou bien 



<- J 



'•=— !<■• 



Nous voyons donc que, les X étant tous distincts (*), la forme (2) est 
nécessairement irréductible, dès que r est plus grand que i . 

La proposition subsiste pour r = i, sous la condition que non seulement 
les X soient tous distincts^ mais que de plus trois quelconques des X aient 
une somme différente de zéro. En effet, le raisonnement précèdent s'ap- 
plique sans modification à Thypothèse où, dans (a), i est égal à i, et 
montre que d'ailleurs i ne saurait dépasser 2 : autrement on aurait 



9 



c'est-à-dire 

r^\ — [- j, d ou via; 

pour V = 2, on voit aussitôt que les valeurs remarquables c,, c^ de c 
abaissent r à zéro. Enfin, si F est de la forme 

les trois égalités 

IIv_y =^0, IIv — Cl IIv_y =: O, IIv — C% IIv— y =: O, 

ne peuvent avoir chacune une racine simple sans que trois exposants X 
soient égaux à (Ji,, (Jij, — (jji, 4- [Xa); il ne saurait donc exister, parmi 
toutes les racines en question, plus de deux racines simples, ni (pour la 
même raison) plus de deux racines doubles; d'où l'inégalité 

16. Complément à la discussion précédente. — Revenons aux {n — i) 



( • ) Quand plusieurs X sont égaux, notamment quand tous les X sont égaux, l'intégrale (-i) 
est encore en général irréductible, mais ne Test plus nécessairement. 
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Los {n - fonctions p sont, avons-nous dit, indépendantes, en sorte que 
1rs rji^alilcs (^t) pormelleul de tirer les (/i -j- /r -i- r) variables ^,, . . ., ^„, 
V,, ...» VA.r ^*" fonction de A- -?- r-f- 1 d'entre elles [A* H- r-i- i^/ij qu'on 
ncul toujours ^d*apivs une remarque faite) choisir arbitrairement parmi 
l(»s ^' . Il ne poul > avoir d'exception que pour certaines valeurs exception- 
iirllt's des X, si>it les valoui*^ X\ qui satisfont à certaines conditions évidem- 
ittrni iil^::t*hnifut\\\ 

Si Ton èlimino \ ,, . . -, y^^r outre les (/i — i) équations (cr), on forme 
\^n k ~ r - i\ ivlutions altrêbriques entre les gj soit les relations (^y, 
i|ui sont les couilitions nécessaires et suffisantes pour que le polynôme 



A i j) rz ( V — 4r, .. . .^^v — ir,) y 



h 



y -Si 



ail A' racines distinctes multiples respectiveuient d'ordre /|, ..., /a. Ces 
n»lalions définissent aljrébriquemenl les g ^^ essentiellement distincts) en 
fonction de (A -+- r-î- i) d'entre eux, et cela pour tout système de valeurs 
(les exposants A (^') (sauf peut-être pour certaines valeurs X' vcriûant des 
conditions alj^ébriques). 



( 1 ) On aurait pu ilômoiitrer ce rôsuUat dircctcuient en êiablissant le lemme suivant : 
Soit W^y) un poI>nonie donné de de{;rê < /i — O en ^■, R = ^•*~' -h Cjt_j ^*-* -+- . . .H-Coi 
et Xi, . . ., Xa deb quantités données, toutes ditîérentes de zéro et dont la somme est égale à 
Tunité. On peut toujours trouver des quantités ^|, ..., g^ distinctes (dont une prise arbi- 
trairement) telles quon ait identiquement 



h _ R<^) 



y. 

1 = 1 

H étant donné, il ne peut v avoir d'exception que pour des valeurs des X exceptionnelles qui 
vérifient certaines conditions algébriques. 

Pour établir ce lemme, il suffit d'écrire les égalité^ 

^gi-'g\)'"<f;i- gi-\)Kgi- gi^x)^'Agi—gn) '^^ *^ ^ ' 

Les fonctions p sont liées par la relation Zpi== lX/= i; on voit bien aisément qu*il n'existe 
aucune autre relation identique entre les o/ : d'où le théorème. 
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Si Ton ajoute aux relations (a)' la relation SX, «^, = o, le système (a)" 
ainsi obtenu est un système de (/^ — A' — r) relations compatibles et 
distinctes (du moment que les X n'ont pas ces valeurs X). En effet, quand 
on change y en y -h A*, les conditions (a)' restent vérifiées : à toute solu- 
tion gtj . . ., g„ de ((jy correspond donc une solution 

solution qui dépend de (r -h A) fonctions arbitraires g.^^ . . ., gr-^k\-\ \ 1^ 
solution la plus générale de (a)' se déduit de la précédente en posant 

A étant arbitraire. Pour que 2X «^ soit nul, il faut et il suffit que k soit 
égal à 

Le système (a)" définit donc les g en fonction algébrique de (A -f- /•) 
d'entre eux, soient ^,, . . ., gk+r' Dès lors, j^,, . . ., yf^^r sont donnés éga- 
lement en fonction algébrique de g^,, . . ., ^A+r? d'après l'identité 

^h(y - gi) • "(y — gi-i)(y — gi^i) ' ^ -{y — gn) 
= (7 — 7i /•■* "'(y — yA-Y^'^iy — /^t+i ) ... (7 — yx-nr). 

Si maintenant on exprime les g^ et ^,, . . ., y^^^ en «^,, . . ., g^^^-r dans 
les A équations 

Cy = ( Jy — gi )^' . . .(7> — ^n)^- (7 = 1,2,..., A), 

les A relations quasi algébriques 

(t)' Cy=rp;(^,, ..., ^AM-r) (7=1,2, ..., A), 

ainsi obtenues entre les variables g^y . . ., g^^+r» sont résolubles par rapport 
à A d'entre elles, et définissent ^r-t-o • • •> gr-*h en fonction de ^i, . . ., ^^ et 
deC|, ..., C^. Autrement les p'j ne seraient pas des fonctions indépen- 
dantes de g^,, . . ., g/i^ri et, par suite, en ajoutant aux relations (t)' les rela- 
tions (0) (où l'on exprime g^, , . . ., y^-i-r ^^ gn • • • ? ok^r)j on formerait un 
système qui, pour des valeurs convenables des constantes C,, ..., Ca^^j 
serait compatible et indéterminé, ce que nous savons être absurde. 

Ainsi donc, à tout système d'entiers positifs dont la somme est égale à 

Fac. de T. - \. G. 4 
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/2 — /• — I, soit /|_,, . . ., /a_,, correspond un type d'équations (i)' dépen- 
dant de /' fonctions et de A* constantes arbitraires, et cela quels que soient 
les exposants donnés X (pourvu quMls ne satisfassent pas à certaines rela- 
tions algébriques, variables avec le système d'entiers /,,..., /^ considéré). 

Quand les X prennent les valeurs exceptionnelles X', je dis que le sys- 
tème (d)' est incompatible ( *). En eflct, si ce système n'est pas incompa- 
tible, les équations qui le composent ne sont pas distinctes et équivalent à 
(/^ — A* — /' — I — /) équations compatibles et distinctes. Il suit de là, 
comme on le voit aussitôt, que le système (o*)', joint à la relation SX/^,- = o, 
définit les quantités ^ et j^, , . . ., y/^r en fonction (A' -h r -h i) d'entre elles, 
et que les égalités (t)' et (0) entre ces (/c -h r -t- /) quantités sont com- 
patibles et indéterminées pour des valeurs convenables des constantes 
C,, . . ., Ci/^^rt ce qui est absurde. 

Observons enfin que, pour le système L d'entiers /, — i, ..., /^— i où tous 
les Ij — I sont égaux à l'unité, A- est égal à /i — r — i , et les conditions (a)' 
s'évanouissent. Il n'existe donc pas, pour ce système L, de valeurs excep- 
tionnelles des X. 

17. Conclusions. — Nous sommes en état, maintenant, d'énoncer les 
conclusions suivantes : 

Soit r un entier quelconque (r>o), n un entier au moins égal à 
r -h I . // existe une infinité d'équations (i)' irréductibles et de degré r, 
dépendant de r fonctions et de (^n — r — i) constantes arbitraires ^ soit 



(i)' 



dy _ ar-i{x) ,r'""* + . . .-+- « 







dont r intégrale peut se mettre sous la forme 



( 1 ) Soient, par exemple, n = 7, r = i , et soit L un système d'un seul entier qui, par suite, 
est égal à /i — r — 1 = 5, (A- = i). Pour des valeurs des X prises au hasard, les conditions 
(7)', qui expriment que Tégalité en y 

-T- lojrF = o 
dy ^ 

a une racine multiple d'ordre 5, sont compatibles; mais elles sont incompatibles, par 
oxoinple, pour les valeurs X, = Xj = X3 = X^ = i , Xj = Xg = X7 = — 1 ; autrement un polynôme 
«lu quatrième de^TC aurait une racine sextuple. 
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et cela quels que soient les exposants donnés X, , . . . , X^j (' ). 

La forme (2)' est irréductible^ sauf pour des valeurs exceptionnelles de 
X,, . . ., X,,. En particulier, la forme (2) est irréductible quand tous les X 
sont distincts (pourvu que r soit plus grand que i). 

De plus, à tout système d'entiers positifs dont la somme est égale à 
n — /• — î , soit /| — I , . . . , h — I ('1 > 2), correspondent encore une infinité 
d'équations (i)' irréductibles et de degré r, dépendant de r fonctions 
et de k constantes arbitraires, et cela quels que soient les exposants X 
donnéSy pour\^u que les X ne satisfassent pas à certaines conditions 
algébriques (variables avec le système d'entiers /,, ..., /^ considéré). 
Pour ces valeurs exceptionnelles X' des X, il n'existe pas d'équations (i)' 
de Tespèce cherchée qui correspondent au système d'entiers /,, ..., l^. 
Quand les X n'ont pas reçu de telles valeurs X', la forme (2) de l'intégrale 
de (1) est encore irréductible en générîil, en particulier quand les X sont 
tous distincts (r étant plus grand que i). 

En épuisant tous les systèmes d'entiers /, , . . ., lf,^on obtient toutes les 
équations (i)' dont l'intégrale se met sous la forme (2)'. 

18. Fia solution générale du problème (A) {voir p. 14) s'obtient en 
effectuant sur y dans les équations précédentes (i)' la transformation 
homo graphique la plus générale, ce qui introduit trois nouvelles fonctions 
arbitraires. La solution la plus générale du problème (B) {voir p. 17) 
s'obtient en effectuant sur y la transformation linéaire la plus générale, 
ce qui introduit deux nouvelles fonctions arbitraires. 

On voit notamment que, r étant un entier donné et v un entier 

{supérieur à \ aussi grand qu'on veut, il existe une infinité d'é- 
quations (i) irréductibles et de degré r dont ^intégrale générale 
y{xy G) acquiert exactement v valeurs autour des points critiques mo- 
biles, soit 

,^^r^, r"'+ +^0 



(^) Les coefficients de (i)' sont donnes par des relations (quasi algébriques) explicitement 
connues en fonction des r fonctions inconnues, de leurs dérivées premières, et des con- 
stantes. On peut prendre to> • • •» ^r-i comme fonctions arbitraires {voir p. i6 et 28). 
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Ces équations dépendent algébriquement de r-h 3 fonctions arbitraires, de 
leurs dérivées premières (et de constantes dont le nombre croît avec v in- 
définiment). On peut notamment prendre i^? • --î ^r-i comme r des fonc- 
tions arbitraires, comme il ressort aisément de la remarque suivante. 

Cette remarque est relative au rôle des coefficients &;-«,, . . ., 60 du déno- 
minateur Q de (i)'; ces coefficients, fonctions symétriques dey^,, ..., 
y/r+n s'expriment algébriquement en g^J . . ., gf^^^ (pour chaque système 
d^entiers /^ . . ., 4); de sorte qu'inversement on peut exprimer ^^,, - ^-jgr 
en fonction algébrique de g^^, . . ., g^^j ft^, . . ., br{voir la note de la p. 24). 
Les égalités (t)' (p. 25) deviennent alors A^ égalités quasi algébriques en 
ô n •••) gk^ ^n • • -5 ^r qui définissent ^,, . . ., ^^^en fonction de 6^, . . ., 6^ et 
des constantes C, , . . ., C^^. On voit ainsi que les r coefficients h^^ . . ., 6^_, 
étant choisis arbitrairement y à chaque système (V entiers /,,..., /^ cor- 
respond un type (i)' qui dépend de k constantes arbitraires (en laissant 
de côté les valeurs exceptionnelles des X). Les coefficients b^^ ..,, br^^ 
étant pris au hasard^ ce type d'équations (i)' etTintégrale (2) sont en 
général irréductibles; mais pour des choix particuliers de b^^ ..., 6;^, il 
n'en est plus ainsi. Par exemple, si l'on donne aux b des valeurs numériques 
quelconques, les valeurs correspondantes des g sont aussi numériques, et 
l'équation (i)' (quels que soient les exposants X) se réduit à y' = o. 

En particulier, les coefficients 60? •••? ^r- 1 étant donnés arbitrairement y 

il existe une infinité d'équations irréductibles (1)' (où ar-.s^, .... a^ 
dépendent algébriquement des b^ -r- et de constantes dont le nombre croît 

indéfiniment avec v), telles que V intégrale y (^x^ C) prenne exactement 

V valeurs autour des points critiques mobiles, et cela si grand que soit 
l'entier donné v. Il n'y a d'exception que si les b satisfont à certaines condi- 
tions particulières. 

TROISIÈME PROBLÈME. 

19. Le problème que nous venons de discuter, problème qui consiste à 
former, sans aucune restriction, les équations (i) de degré donné dont 
l'intégrale générale est représentée par (2) où /z est donné, comportait 
évidemment une solution explicite (sous une forme ou sous une autre). 
In problème plus difficile consiste à résoudre la même question en astrei- 
f^nant les coefficients de(i) à appartenir à une classe donnée de fonctions, 
par exemple à être algébriques en x. 
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Une comparaison fera nettement ressortir la différence entre les deux 
problèmes : supposons qu'on se propose de déterminer (sans aucune res- 
triction) toutes les équations différentielles linéaires et homogènes du 
second ordre (E) dont l'intégrale générale est algébrique. La solution est 
immédiate: il suffit de prendre au hasard deux fonctions algébriques ^1,^2? 
et d'éliminer C«, Gj entre les équations 

on obtient ainsi toutes les équations cherchées dont les coefficients sont 
connus explicitement en fonction de deux fonctions algébriques arbitraires 
et de leurs dérivées premières et secondes. 

Proposons-nous, au contraire, de déterminer toutes les équations (E) 
intégrables algébriquement, et dont les coefficients appartiennent à une 
classe donnée de fonctions algébriques, par exemple sont rationnels en x. 
Le problème devient beaucoup plus compliqué, et sa solution exige une 
étude préalable des irrationnelles y(x) engendrées par les équations (E) à 
coefficients rationnels. 

Astreignons donc les coefficients de l'équation (i) à appartenir à une 
classe donnée de fonctions. Pour fixer les idées, nous les astreindrons à être 
algébriques en x. Mais la solution que nous allons indiquer s'appliquerait 
aussi bien si la classe donnée de fonctions était différente, soit plus restreinte 
(comme celle des fonctions rationnelles en x), soit plus étendue (comme 
celle des fonctions algébriques en x et e*). 

Nous nous proposons donc, en définitive, de résoudre le problème sui- 
vant : 

Former toutes les équations (i) 

de degré r donné et a coefficients algébriques en x^ qui admettent V inté- 
grale première irréductible (*) 

F( 7> -27) = A ( j:) [y — g^ {x)f^ ... [7 — gn{^)f- = const., 

ou Ventier n et les exposants numériques X sont donnés, 

( ) Je rappelle que l'intégrale première F = const. est irréductible si l'on ne peut Ja 
remplacer par une intégrale de même forme où n est diminué d'au moins une unité. 
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A fortiori y les (n -h k 4- /) fonctions p ne sont pas distinctes; admettons 
qu'elles soient liées par i relations et / seulement. Pour un système quel- 
conque de constantes X,, . . ., X,,, Co? • • m ^h-^rj satisfaisant à ces i relations, 
les équations (t), (0) en «^^, . . .jy^+r se réduisent à (n -h k -\- r — i) équa- 
tions distinctes et compatibles qui admettent des solutions où tous les g^ sont 
distincts et où i des fonctions gt^ . . ., g^y yt, . . ., y^-hr sont choisies arbi- 
trairement. Comme, d'autre part, les gi une fois déterminés, les fonctions 
^15 • • •? J^A+r le sont évidemment, on pourra se donner arbitrairement t des 
fonctions g^ soit o^, , . . . , gi. 

Mais quand les conditions (t), (0) sont vérifiées, le degré r de Q dans 
(f )' est égal à /a — i — (/, + /2 -h. . .4- /* — Am- /') = o; P (qui est de degré 

r — i) est donc identiquement nul, et l'équation (i)' se réduit à ~^ = o. 

Gomme cette équation doit admettre la solution y = g^ (x), où gt est arbi- 
traircjnent choisi, la conclusion est absurde. Les fonctions p,, ..., p„^.^ de 
(on •• -O^A+r) sont donc indépendantes. c. q. f. d. 

Il suit de là qu'en laissant de côté certaines valeurs exceptionnelles des 
constantes X, C, les conditions (t) définissent (n -h A) des fonctions ^,, ..., 
o/iî >'i» " "f y^+r cii fonction de r des fonctions g arbitrairement choisies. 
Donc, les exposants X étant donnes^ à chaque système d'entiers positifs 
dont la somme est égale à n — j — r, soit /, — i, . . ., /^ — i, correspond 
un type d'équations (i)' cherchées qui dépend (par des relations con* 
nues explicitement) de r fonctions et de k constantes arbitraires. Il ne 
peut y avoir d'exception que pour des valeurs singulières des exposants^. 

il. C'est le résultat fondamental auquel nous voulions arriver. Avant 
de le préciser, nous ferons quelques remarques importantes. 

En premier lieu, de quelque manière qu'on choisisse les constantes X, C, 
les équations (t) (*) sont ou distinctes ou incompatibles. En effet, si pour un 
système X', C des constantes X, C, les équations (t) se réduisent à (/i -f- A" — /) 
équations compatibles et distinctes, on peut encore ajouter à ces équations 
les équations (0), et pour des valeurs convenables des C;i+.,, ..., C^j^.^, le 
système (t), (ô) en «^,, . . ., j^Af-r admettrait des solutions où un au moins 
des g serait arbitraire, résultat que nous savons absurde. 

Levons maintenant deux objections qu'on peut faire au raisonnement 
précédent. Il est clair d'abord que, toutes les fois que, dans Tinlégrale (2), 



C) Où les g sont assujettis essentiellement à être distincts. 



MÉMOIRE SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE. G. 21 

g\i •••? g II satisfont aux conditions discutées ci-dessus, l'équation (i)' est 
au plus de degré t\ Mais (sous sa forme irréductible) n'est-elle pas néces- 
sairement de degré inférieur? Autrement dit, les conditions que nous avons 
écrites, nécessaires et suffisantes pour que le degré ne dépasse pas r, n'en- 
traînent-elles pas d'elles-mêmes un abaissement plus considérable? La ré- 
ponse est immédiate d'après ce qui précède; s'il en était ainsi, une des 
équations (0) serait conséquence des équations (t), ce qui est impossible. 
Si donc on prend d'une façon quelconque les /• fonctions arbitraires g^^ ..., 
^^dont dépend la solution de (t), le degré de l'équation (i)' irréductible 
sera exactement égal à r; il ne s'abaissera que pour un choix particulier des 
fonctions «^,, ...j g/. 

15. Une objection plus sérieuse est la suivante : le théorème énoncé plus 
haut s'applique en particulier au cas r = o, c'est-à-dire à l'équation y = o. 
Il est d'ailleurs évident qu'on peut toujours écrire l'intégrale de cette équa- 
tion sous la forme 

(r — Ci)^. ...(/ — (:«)^«=r consi., 

mais cette forme n^ est pas irréductible. On peut se demander s'il n'en est 
pas toujours ainsi dès que n est très grand par rapport à /•; autrement dit, 
si (dès que n dépasse une certaine limite N par rapport au degré r donné), 
l'intégrale (2) n'est pas nécessairement réductible à une forme analogue où 
n est au plus égal à \. Nous allons voir qu'// n'en est rien^ dès que r est 
plus grand que zéro. 

D'une façon précise, convenons de dire que la forme (2) de l'intégrale 
est irréductible^ s'il est impossible de la ramener à une forme analogue 
où n est diminué au moins d'une unité. Quand la forme (2) est réductible^ 
la fonction y{x^ C) ne prend qu'un nombre fini v de valeurs autour des 
points critiques mobiles, et vérifie une relation p(>% x) = const., où p est 
une fraction rationnelle en y de degré v. De plus, on a (^voir p. 4) 

Comme y = 00 est une solution de (1)', on peut supposer le numérateur 
llv de p de degré v en y et le dénominateur Il^^y de degré v — y; on a alors 

iA=: (v — y)i|Jl, d'où ijJip^O. 

Il est clair, dès lors, que, si aucun des rapports y f^^^^f' commensu- 
rablcy la forme (2) est irréductible y du moment que v dépasse V unité. 
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gatifs ou nuls, dont le premier m, est plus grand que zéro. Comme 
fi., m,-»-...-)-[Ajm^(d'aprè8 rhypolhcse faite sur les [a) ne saurait être nul, 
~ no peut se réduire à une conslanto. 

11 suit de là que si le nombre (^k —i)d est supérieur à k -t- r — i » ïes 
conditions (':)"sont en général incompatibles. Si (k — i)rf = Ar-f-r — t — r" 
(/■'Jo), en général les conditions (x)" définissent les g- algébriquenncnt en 
fonction de r' d'entre eux et de {k — i)rf constantes arbitraires; k est ensuite 
défini (') par l'égalité h = p'^_^', ■■ -, p^^' qui donne bien, pour -^» une 
fonction algébrique des g,-j^, donc de x. 

Pour passer au cas général où 2X n'est pas nui, il suffit ensuite d'effec- 
tuer suryune transformation linéaire quelconque à coefficients algébriques 
en X. Pour passer au cas général où SX est nul, il suffit, après avoir traité 
le problème particulier (SX = r, SXg- = o, g-, = i) pour la valeur(rt — i) 
de l'entier n, d'effectuer snr y la transformation homograplnque la plus 
générale à coefficients algébriques en x. 

La solution du problème dans le premier cas est ainsi complète. Obser- 
vons que, les X étant pris an hasard, d est égal à h; le nombre (A- — i)/ï — /r 
ou A(n — i)— n croît indéfiniment avec n si A^ n'est pas égal à i et, par 
suite, dépasse r. Pour les valeurs de n très grandes par rapport à r, les X 
ayant des valeurs uUKLCOSQtT,s, le problème posé ne comporte donc, en 
général, de solution que celle qui correspond à A = i, c'est-à-dire la solu- 
tion où il n'existe qu'une seule solution remarquable ([uî est d'ordre n — r 
ou « — /■-*- I, suivant cpieSX est nul ou difiérent de zéro. 

21. Deuxième cas. — Tous les rapports ^ sont réels et comnicnsurables . 
Il est loisible, dans ce cas, de supposer tous les X entiers et premiers 
entre eux; F est alors rationnel en y et s'écrit 



.A(.r) 



(.K 



■ Ay-fimY- 



■ {y - f,'„,^,)K {y-s.y- 

X|, ...,X„ étant positifs. Soit N le plus grand des deux entiers (X, + ...-»- X„) 
Pt (^m+i -+-■■ --+-^^11); jt dis que la fonction >'(-r, C) prend exactement N 



(i)Sin = r + i,Ll, 
les fonctions algébn(|u 



j a pas 



i^iantc; on prend au ha»ard 
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valeurs autour des points critiques mobiles. Admettons, en effet, qu'elle en 
prenne v seulement (v <; N); elle vérifierait alors une relation p(y, -c) = c, 
où p est rationnel en y et a ses rfeMo: termes de degré v, et l'on aurait 

F = (p - C,y^{p - C,)^> . . . (P - Cj)^, 

j étant ou supérieur à 2, ou égal à 2, avec la condition jx^ -i- (jl^ :^ o. Dans 
l'un ou l'autre cas, le nombre total des racines distinctes des deux équations 
(en y), p — c, = o, p — Ca = o, doit être inférieur à n ; l'intégrale de (2) se 
laisse donc mettre sous la forme 

c=£^ = Â(^)n[/-i^(a:)]\ 
p — <-% 

où le nombre des facteurs y — g est moindre que /i, ce qui est contre l'hy- 
pothèse. 

Ce point établi, soit k le nombre des valeurs remarquables de C (y com- 
pris, s'il y a lieu, les valeurs C = o, C = 00). Envisageons successivement 
les hypothèses /c > 2, ât = 2, /r = t, ât = o. 

I. /f > 2. — L'intégrale de (i ) est algébrique ; h et les g sont algébriques. 
La solution du problème se déduit immédiatement de la discussion des 
pages 14-27 : il suffit de répéter les mêmes conclusions que pour les pro- 
blèmes (C), (B), (A) (p. 26-27), ^ ^^^^ P^^^ ^^^ 1^^ ^ ^^^^ supposés des 
entiers et que les r, (r -h 2) ou (r -\- 3) fonctions arbitraires doivent être 
prises algébriques en x. 

IL k=^i. — Les valeurs remarquables de C sont nécessairement C = o, 
C = Qo. Autrement, comme on le voit aussitôt, la forme (2) ne serait pas 
irréductible ; n est égal àr-h^ouàr-hi, suivant que SX est nul ou non. 
Les fonctions ^,, •••} gn sont algébriques en x] toutes les équations (1) 
cherchées s'obtiennent en prenant arbitrairement (n-h i) fonctions algé- 
briques giy . . ., gny H(a;), et en écrivant l'égalité 

d'où l'équation (i) 

^^y — gi ^y — gi 

dont les coefficients dépendent algébriquement des^, ^'etde H. [En parti- 
culier, on peut prendre arbitrairement le dénominateur Q(>', x) du second 

Fac.deT. — X, G. 5 
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membre de (i) et ar+^^ et il reste encore deux fonctions algébriques arbi- 
traires; Œr^^ est nul si LX est différent de zéro.] 

III. A' = i. — La valeur remarquable de la constante est C = o ou 
C = 00. Soit C = oo; gjn^^^ "") gn sont donc algébriques en a?; les X,, ...,X;„ 
sont égaux à l'unité, et l'intégrale de (i) vérifie les relations 

j^-+- Av_,j^-*-+-...-hAo du 

(7 - gm+i )^'"-^' '"{y — gn r- ^^ 

où les A, a, p sont algébriques en x. Si m est inférieur à X^^., + . • . + X;,, 
V est égal à cette dernière somme; j^ = oo est une solution de (i), u = i est 
solution de l'équation linéaire en m; d'où, en changeant u en u — i, la 
forme de l'intégrale 

(y — grn-^i )^«.+« ... (y — gnr'^ 

OÙ les A, gm^i y ...^ gnetU sont des fonctions algébriques de x arbitrai" 
rement choisies (ncsl égala r-i-i). Si/nestaumoinségalàX;„^.i-h...-hX^, 
toutes les équations (i) cherchées s'obtiennent en prenant arbitrairement 
les n-^ 2 fonctions algébriques de a?, A^^, , . . ., A©, gm+t ? • • •? ê^/i et a, p, 
et en remplaçant, dans l'équation linéaire 



du ^ 

5i = «"-^'^' 



7" + A„,-i ^'"-' 4- . . . + A, 



U par ;^^^ i^^^^i^^^ -^-^ -^ (n est alors égal àr + 2ouàr-hi, suivant 

que m est égal ou supérieur à X;,,^, -h. . .-h X;,), Il est loisible de supposer 
Ao égal à zéro, par exemple. 

IV. k = o. — Tous les X sont égaux à l'unité, et les nombres meim — n 
diffèrent au plus d'une unité ; on a donc n = 2m±i ou n = am. 

Si n est égal à 2m, n est égal à r -h 2 et l'équation (i), la plus générale, 
s'obtient en remplaçant, dans l'équation de Riccati 

du , ^ 

U par j/ „t_^u"^'^ /n-i i" _^û > les A, B et a, 3, y étant des fonctions al- 

gébriques arbitraires de x. (Il est loisible de supposer Ao=o, B;,j=o, 
Bo=i.) 
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Si n est égal à 2/w ± i (soit n == im — i), n est aussi égal à r -h i , y = oo 
est une solution de (i), et l'équation (i) la plus générale s'obtient en rem- 
plaçant, dans l'équation linéaire ^ = aw -h P, u par 



où a, P et les A/B sont des fonctions algébriques quelconques de x. (Il est 
loisible de supposer Ao = o.) 

Le problème que nous nous étions posé au début du § 19 est donc com- 
plètement résolu. 

Observons notamment qu't/ existe une infinité d'équations (i)de degré 
donné r en y et algébriques en x^ dont l'intégrale y(Xy C) prend exac- 
tement un nombre donnée de valeurs autour des points critiques mobiles 
(si grand que soit l'entier v par rapport à r). Dès que v dépasse r -h i , 
l'intégrale j^ (a?) est une fonction algébrique de x et de eS^^'^''''^ où ll(x) 
est algébrique enx. f 

Il existe une infinité d'équations (i) de degré r en j^ et algébriques en x, 
dont l'intégrale peut se mettre sous la forme irréductible 

H^) {y — ^i)^» • • •(/ — ^n)^«= const., 

où X|, . . ., "kn sont des entiers positifs ou négatifs, et cela si grand que soit 
npar rapport à r. Mais dès que n dépasse r -h 2, l'intégrale y(x) est né- 
cessairement algébrique. 

22, Historique. — Je dirai, en terminant, quelques mots de l'histo- 
rique de la question. Dans les travaux auxquels j'ai déjà renvoyé (voir 
p. 2), j'ai établi ces deux propositions : 

I® Quand l'intégrale d'une équation (i) donnée se laisse mettre sous la 
forme (2), elle s'obtient algébriquement, ou par quadrature, ou par l'inté- 
gration d'une équation de Riccati. 

2^ Pour que (2) soit l'intégrale première d'une équation (1) irréductible 
et de degré r (*)f il faut et il suffit que la somme S(// — i), étendue à 
toutes les solutions remarquables yi(x) de multiplicité //, soit égale à 
(n — 2 — r) ou à (/i — 1 — r)^ suivant que SX est nul ou différent de zéro. 

{*) r désignant le plus grand des nombres q,p — 2 (voir p. 2). 
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Celte relation 
(a) /•=:« — 2 — 2(/| — i) (pouriXir-o) 

est d'ailleurs une extension d'une formule établie par M. Darboux dans son 
célèbre Mémoire sur les intégrales algébriques des équations y'= R(y, x) 
où R est rationnel en y, x (Bulletin des Sciences mathématiques, 1877). 

Les conditions pour qu'il existe une solution remarquable de multiplicité 
/ s'expriment par (/ — 2) relations algébriques et une relation quasi algé- 
brique entre les g^ h et la valeur remarquable de la constante ; il suit de là 
que les équations (i), de degré r donnée dont l'intégrale se laisse mettre 
sous la fonne (1) où n est donné, dépendent de (/i 4- i) fonctions gy h liées 
par (/i — 2 — r) conditions (pour 2> = o), ou par (/i — i — r) conditions 
(pour SX = o), donc de (r-h 3) (ou de r-h2) fonctions arbitraires, et dé- 
pendent, en outre, de constantes arbitraires dont le nombre croît indéfini- 
ment avec n. 

Mais, dans mes travaux antérieurs, je m'étais occupé surtout de la nature 
des intégrations qui relient h et les g aux coefficients de (i), en même 
temps que de la question de reconnaître si une équation (i) donnée est in- 
tégrable sous la forme (2). Je n'avais donc rien dit sur la compatibilité des 
(n — 2 — r) ou {n — ^ — ^) relations auxquelles conduit le problème in- 
verse, problème qui consiste à former explicitement toutes les équations (1), 
de degré r donné, intégrables sous la forme (2) où n est donné. 

La discussion de ces conditions est développée aux pages 15-27 de ce 
Mémoire qui renferme aussi la solution du problème analogue, mais plus 
difficile, où l'on assujettit les coefficients (1) à appartenir à une classe don- 
née de fonctions. Enfin j'ai insisté sur certaines conséquences particulières 
des résultats généraux que j'avais publiés antérieurement, telles que celle- 
ci : « Quand tous les exposants "k sont distincts, les y se calculent algébri- 
quement à l'aide des coefficients de (i), et h dépend d'une quadrature. » 

Dans une Note récente des Comptes rendus de l^ Académie des Sciences 
de Paris, M. Korkine a étudié les équations 

dont rintégralc peut s'écrire 

(2)' (7-^i)^'...(r-é'J^-=C, 
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en supposant que le polynôme Q {y) a ses racines distinctes et que son de- 
gré est au moins égal à celui deP(y). M. Korkine a énoncé sans démons- 
Iralion un théorème détaillé d'où il ressort : 

1® Que gi^ .. .^ gnSe calculent en fonction de ^r-n • • •? ^o? ^n V^^ ^^^ 
quadrature ; 

2® Que les équations (i)', de degré r donné, dont l'intégrale se laisse 
mettre sous la forme (2) où n et les "k sont donnés, dépendent, sous forme 
connue, de (r-h i) fonctions et de constantes arbitraires. 

En se reportant au corps de ce Mémoire (voir notamment p. 12-14 ^^ 
p. 26-28), il est facile de voir que ces résultats concordent avec les miens, 
si l'on tient compte des hypothèses particulières faites par M. Korkine 
(h = i,p<q). 

J'ajoute enfin que les méthodes développées dans ce Mémoire s'appliquent 
aussi bien à l'étude beaucoup plus générale des équations 

dont l'intégrale se laisse écrire 

(2)" / K(7, x)df 4- L(7, x) dx = consu, 

Keth étant algébriques en y; autrement dit, à l'étude des équations (i) 
qui admettent un /acteur intégrant M(y, x) algébrique en y. J'ai dé- 
montré {voir y par exemple, mes Leçons de Stockholm, 10* Leçon, p. i55 
et p. 169-170) qu'une telle équation (i)" s'intègre algébriquement ou par 
quadratures, ou se ramène à une équation de Riccati. Quant à la formation 
des équations (1)" de degré donné en y' et en y, dont l'intégrale se met 
sous la forme (2)", c'est un problème plus compliqué que le problème cor- 
respondant relatif aux équations (i) intégrables sous la forme (2), mais 
qui se traite exactement de la même manière et conduit à des résultats 
analogues. Une égalité, qui généralise Tégalité (a), mais beaucoup plus 
difficile à établir (/oc. cit. y p. 168) joue là encore le rôle fondamental. Mais 
C'est là un point sur lequel je reviendrai ultérieurement. 
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1. Le phénomène de la sensibilité des flammes, tel que je l'ai décrit dans 
un Mémoire antérieur (*) est d'une grande généralité. On obtient des 
flammes sensibles avec divers gaz combustibles ou mélanges de gaz, dans 
des conditions qui confirment, en la complétant, l'interprétation que j'ai 
proposée. C'est toujours quand la flamme va devenir ou commence à 
devenir bruyante que se manifeste, avec plus ou moins d'intensité, la sensi- 
bilité à tous les sons aigus et non à quelques sons particuliers formant une 
échelle discontinue. 

La forme circulaire de Torifice est de beaucoup la plus favorable aux 
phénomènes de la sensibilité. Les flammes plates (forme papillon, par 
exemple) ne jouissent que d'une sensibilité rudimentaire et à peu près 
indépendante de la nature du gaz combustible. Tout ce qui suit se rapporte 
à des flammes issues d'orifices circulaires. 

2. Flammes de gaz d^ éclairage. — J'ai pris des tubes de verre à peu 
près identiques que j'ai effilés à un bout, puis raccourcis et usés à la lime 
de façon à abattre toutes les aspérités de l'orifice et à atteindre le maximum 
de sensibilité pour la pression ordinaire (12^™ d'eau) des conduites du 
laboratoire. Il s'est trouvé que, malgré la difierence de forme, parfois très 
accusée, de la partie effilée, le diamètre des meilleurs orifices ne s'écartait 
guère que de ~ de part et d'autre de la moyenne i"™,725 : la hauteur 

(•) Journal de Physique, V série, t. IV, p. 4oi. 
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moyenne des flammes était de 55*^'", leur débit de 32o"* à l'heure. La vitesse 
du jet suivant Taxe devait être à peu près la même pour toutes. 

On rendra sensible une flamme de gaz issue d'orifices beaucoup plus 
clroils, en substituant un gazomètre aux conduites et en élevant suffi- 
samment la pression ; mais la sensibilité qu'on peut ainsi atteindre décroît 
assez rapidement avec le diamètre de l'orifice d'émission. Ainsi, une cer- 
taine flamme, alimentée parles conduites, atteint seulement 32*^™ de haut : 
elle est insensible; alimentée par un gazomètre, elle est à son maximum de 
sensibilité sous une pression de 23*^™ d'eau : à ce moment, elle a 5o*^™ de 
liaut et elle débite 212*** de gaz à Theure; deux autres flammes de 10*^", 5 et 
de 6*"" de haut, sous la pression de la conduite, exigent respectivement des 
pressions de 42*'™ et de 62*^"* d'eau : elles s'élèvent alors à 3o^™ et à 25^™ de 
hauteur et débitent 117*^* et io5**' à l'heure; mais la dernière de ces 
flammes n'est plus sensible à la consonne 5 même très fortement accen- 
tuée; elle n'est excitée que par le cri très intense d'une sirène aiguë (*). 

La vitesse axiale du jet joue évidemment un grand rôle dans ces phéno- 
mènes : elle doit être supérieure à un certain minimum, peut-être assez peu 
variable avec le diamètre de l'orifice. 

Remarquons que ce n'est qu'à partir d'une certaine vitesse axiale que 
des tourbillonnements ont chance de se produire dans la flamme et j'ai 
montré antérieurement (*) que toute cause de tourbillonnement déforme la 
flamme de la même manière que le font les sons aigus. 

3. Si l'on agit sur une flamme de gaz de haute sensibilité par un bruit 
aigu très faible, le tic-tac d'une montre par exemple, on constate que la 
montre doit être placée au voisinage de l'orifice ou de la gaine bleue de la 
région basilaire de la flamme. Le tic-tac est alors accompagné de flammèches 



(^) Une expérience, faite en vue de comparer les sections des orifices cl les pressions pro- 
duisant la sensibilité maximum, a fourni les résultats suivants : 



Diamètre de rorificc. 



Pression en colonne d*eau. 



ni m 



0,81 

0,68 



cm 



33 
'>3 

Si 



Les produits do la section par la pression de sensibilité varient comme les nombres 1, 
1 ,08 3 et 1,18. 
(2) Voir Journal de Physique, V série, t. IV, p. 4o4. 
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qui jaillissent ialéralemenl, à la partie supérieure de la fiainme, avec un 
bruit qui rappelle les coups de piston d'une locomotive très éloignée. Avec 
certaines flammes il est possible d'éloigner liorizontalement la montre jus- 
qu'à une quinzaine de centimètres de l'orince : la sensibilité de la flammt' 
doit être considérée comme proportionnelle au carré de celle distance 
maximum. 

Quand on excite une flamme par rinlermèdiaire de deux miroirs con- 
jugués, le foyer du miroir récepteur doit coïncider avec un point de la ré- 
gion basilaire de la flamme. S'il coïncide avec un point de la zone blanche 
placée au-dessus, le système des miroirs est sans effet. 

L'organe sensible des flammes cylindriques de gaz d'éclairage est donc 
situé à leur base. Nous aurons à rechercher la nature de cet organe. 

4. Flammes de divers gaz. — L'hydrogène fournit, avec des orifices 
circulaires, de grosses flammes, presque invisibles à leur partie supé- 
rieure (') effilée, et dont la sensibilité est extrêmement faible. Si l'on 
augmente suffisamment la pression, la flamme fait entendre un bruit de 
souffle qui remplace le ronflement du gaz; en même temps elle s'étrangle et 
forme une sorte de panache indistinct; mais, pour aucune valeur de la 
pression, elle ne présente nettement celle sorle d'èlasLicilé de la flamme du 
gaz qui, par l'excitation sonore, passe brusquement d'une forme à une 
autre 1res din"érenle ol revienl à sa forme primitive aussi lot que cesse l'exci- 
lalion. Cependant, on saisit un médiocre bruit de souffle quand, plaçant 
une toile métallique dans la flamme non encore soufflante, on produit dans 
le voisinage un bruit aigu et intense. 

Si l'on mêle du gaz d'éclairage à l'hydrogène, on obtient sans peine des 
flammes sensibles; mais ce qu'il y a de très remarquable, c'est qu'il suffit, 
pour sensibiliser la flamme, de mêler à l'hydrogène un gaz inerte, de l'acide 



('■ 



:ube i 






s emié, 



faiblement lumineuse qui prolonge en quelque sor 
Si l'on ajoute à l'hydrogène des proportions crc 
interne se raccourcit, devient indistinct et Tinalen 
d'éclairage ou ^ij d'acétylène. La simple inspecli 
révélerait donc des proportions encore bien rrn 

Le tube disparaît aussi par l'addition d' 
à trois dixièmes en volume. 

Ces faits sont évidemment liés k la décot 
carbonés et à la précipitation de carbone lil 



nitc par 






e l'orifice. 

ssantes d'un gaz hydrocarboné, ee tube 
ent disparaît pour J^ en volume de gaz 
>n de ta partie basilaire de lajlamme 
indres de ces gaz étranger.'. 



proportion d'acide carbi 
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favorise les retards (et, par suite, la sensibilité) puisque, d'une part, ce gaz 
agit en divisant la masse et que de Tautre il abaisse la température de com- 
bustion. 

3® On comprend enfin que l'oxygène se comportera à Tinverse d'un gaz 
inerte. Ainsi s'interprètent très simplement plusieurs faits nouveaux que 
nous avons observes; mais, à elle seule, cette première remarque ne peut 
suffire à tout expliquer. 

6. Lentilles gazeuses. — La deuxième remarque est d'ordre purement 
physique ; elle exige d'assez longs développements auxquels se rattache tout 
ce qui va suivre. 

Les grandes sensibilités coïncident avec un aspect particulier de la 
flamme tranquille, formée d'un tube de flamme bleue engainant un cylindre 
obscur de gaz relativement froid. Ce système constitue une lentille acous- 
tique cylindrique. Si elle est convergente et si son foyer est à l'intérieur 
même de la flamme, le mouvement vibratoire reçu de sources sonores 
éloignées sera concentré sur une ligne focale intérieure. De quelque façon 
que les ondes sonores agissent pour rompre l'équilibre de la flamme, l'exci- 
tation deviendra ainsi plus efficace. L'inverse doit se produire si la lentille 
est divergente. Nous sommes donc conduits à étudier la condition de con- 
vergence et la distance focale de cette sorte de lentilles. 

Mais nos connaissances sur la constitution et la température des diverses 
parties d'une flamme sont trop rudimentaires pour qu'on puisse tenter un 
calcul rigoureux. Nous substituerons à la flamme réelle une flamme fictive 
constituée par trois milieux de densités et de températures uniformes : i^le 
milieu extérieur de densité p, dont nous désignerons par T la température 
absolue; 2® le milieu moyen (zone de combustion) : densité p', température 
absolue T'; rayon intérieur R, extérieur R -f-a?; 3** milieu intérieur (gaz 
non brûlé) : densité p\ température T". 

L'uniformité de densité et de température dans chacune des régions de 
la flamme réelle n'est certainement pas réalisée, même d'une manière ap- 
proximative ; toutefois, la variation de température est excessivement rapide 
de part et d'autre des limites apparentes de la flamme bleue, et nos hypo- 
thèses nous fourniront au moins un renseignement qualitatif. 

Nous allons appliquer la théorie élémentaire des lentilles à la flamme 
fictive. Soient V, V, V" les vitesses du son dans les trois milieux, respec- 
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f^ f^l /'VU 

livemenl proportionnelles a i/-' 1/ ~7> V/~' Considérons une source 
sonore S, à Tinfini, dans le milieu extérieur et dans la direction Oh.{fig. i). 
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L'image S', fournie par la première réfraction, sera à une distance ts du 

sommet A, distance que nous compterons positivement dans le sens AS. 

On a 

V \ 

Soit de même F la distance, au point B, de Timage S* fournie par la 
deuxième réfraction, distance comptée positivement dans le sens BS; on a 

encore 

V V V _ 

V V' v ' 

(2) 



F GT -f- ^ ~ H 

Kliminant gt entre (i) et (2), il vient 

VR-hV ./ 



(3) F=:-V'VH 



V( V* -f- V V" - 2 V V") H -+- V'*( V - V").r 



7. Condition de convergence. — Nous supposons que la combustion a 
lieu dans l'air. Dans ces conditions, on a toujours V'> V, c'est-à-dire 

car Y ^st assez grand, et la présence de l'azote atmosphérique dans la 

flamme empêche toujours - de prendre des valeurs très éloignées de 
l'unité. 
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Au contraire, on a, suivant les cas, 

^ < * • 

Voyons ce qui en résulte pour la convergence de la lentille AB. 

La condition de convergence est que F soit négatif, c'est-à-dire que le 
dénominateur du second membre de (3) soit positif. Elle peut se mettre 
sous la forme 

(4) v^_- V''> ' ' ^' ^ ^'^ 



VH(2V'- V)-+- V'^r 

Puisque V' — V est positif, les deux termes de cette dernière fraction 
sont positifs; l'incgalité (4) ne peut être vérifiée que si 

V'>V'', 
c'est-à-dire 

* P 

C'est une condition nécessaire, mais non suffisante, de la convergence. 

Ainsi, quelle que soit l'épaisseur x de la flamme par rapport au rayon R 
de l'espace obscur, la lentille ne peut être com^ergenle que si Vinéga- 
lité (5) est véfn/iée. Mdiisy si l'on a V'> V", il sera toujours possible de 
choisir x assez grand pour que (4) soit vérifiée, c'est-à-dire pour que la 
lentille soit convergente. 

Résolue par rapport à x, la condition (4) de convergence devient 

ou 



(4 Ois) j^ > 



/T f /TT" i' /Tt"\ 



?(v/F\/?) 



8. Condition relative à la position du foyer, — Pour que le foyer de 
la lentille tombe dans l'espace obscur intérieur, il faut que ts' soit inférieur 
à ^R en valeur absolue, d'où l'inégalité 



., VV»-}- iVV'V — 2VV'^- iVn 



ÏT -> 



H -^ V'i(o.V'_..>.V"_ V) 
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9. Vérifications. — Nous allons essayer de mettre des nombres à la 
place des lettres, mais pour cela il faut s'adresser à des gaz simples ou à des 
mélanges définis dont on connaisse les températures de combustion. Nous 
nous occuperons d'abord de l'hydrogène pur ou mélangé d'un gaz inerte, 
en faisant usage des lempératures de combustion T' publiées par 
MM. Mallard et Le Chatelier ( ' ). 

Nous prendrons uniformément comme température extérieure 27® C; 

dV)ii 

ï = 3oo ; 

nous admettrons que la température de l'espace obscur intérieur ne peut 

guère dépasser de plus de 200® la température extérieure et nous prendrons 

uniformément 

T''=5oo. 

Nous rapporterons les densités à l'hydrogène. On aura donc pour l'air 

Une difficulté se présente pour fixer la densité p'; le volume total p' des 
produits de la combustion est en général inférieur à la somme v des vo- 
hmics des gaz non brûlés et l'on ignore quel est le volume spécifique qu'on 
doit assigner réellement au mélange constituant la flamme. Cependant, 
grâce à la présence de l'azote atmosphérique dans cette flamme, la diminu- 
tion relative — ; — est toujours peu importante; on pourra, sans grand 

inconvénient, admettre que le volume spécifique est — -^ — • 



10. Hydrogène. p"=i. — La combustion de l'hydrogène dans Tair 
peut se réduire à la formule approchée 

IP-hO-h4Az = IPO-h4Az. 



( ' ) Mallard et Le Ciixtelier, Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 
I. \GIII, p. 1077. 
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^voi jg gQ2 sont réduits à 6 par la combustion; = ^' Admettant que 

dans la zone de combustion le volume est 6,5, on trouve (*) 

'^ 6,5 ' p" 

MM. Mallard et Le Chatelier donnent, pour la combustion de Thydrogcne 
dans l'air, 

t' = 2o8oS d'où T = 2353% 



on a donc 



T' 

— =4,706; 



T ^ p' 



La condition de convergence ne peut être réalisée. La lentille cylin- 
drique formée par la base d'une flamme d'hydrogène est divergente. 

Si l'on attribue un rôle à cette lentille dans la production des phéno- 
mènes de la sensibilité, on est donc amené à conclure que les flammes 
d'hydrogène pur sont très peu sensibles, et c'est en eflet ce que l'expé- 
rience nous a montré. 

11. Mélanges d^ hydrogène et d^ azote, — Quand on ajoute des pro- 
portions croissantes d'azote à Thydrogène, on abaisse d'abord assez peu 
la température de combustion T' et Ton change à peine p', tandis que p" 

croît très rapidement. Le rapport ^ décroît donc très vite et le sens de l'iné- 
galité (5) ne tarde pas à se renverser. 

Soit, par exemple, le mélange de 0,8 d'hydrogène et 0,2 d'azote en 
volume 

p''=3,6. 

La formule de combustion est 

H«-f-0-t-4,5Az = H*0 4-/i,5Az. 



(») En tout cas ce rapport est compris entre les deu\ limites extrêmes ^ = 12, 33 et 
3^ = 10,5;. 

Fac, de T. — X. H. 2 
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-''"* et demi de gaz se condensent en G^^* et demi 

^ ■--: 3,21 A. 
P 

La température de combustion T' n'est pas donnée direclemeni par 
MM. Mallard et Le Chatelier; mais, pour un mélange dans lequel la 
projKjrtion d\'izole est, à la proportion atmosphérique, dans le rapport 

'''- = 1,567, CCS savants trouvent une température de combuslioa 

/ = 1770", c'est-à-dire inférieure de 3 10" seulement à la précédente. Dans 
l«* ras que nous considérons ici, nous avons fait croître la proportion d*azote 

dans un rîipport beaucoup moindre : i~ = i,i25. Nous admettrons, à 

litre d'approximation, que la température de combustion s'est abaissée de 



<\*st-à-dire que 



— — -3io"--^68",4, 
o,j()7 



T' = 2353« - 68», 3 r= 2284°, 7, 

T' 

__ -— / -"^ 



L*' s<*ns de Tinégalité fondamentale est renversé, la lentille peut être 
<'oii\er}reiite. 

l'ous rairuls faits, la condition de convergence {f\ bis) se réduit à 



j^ >»'79- 

Mais l<; dénominateur de (G) se trouve presque nul, c'est-à-dire qu'il 

faudrait supposer au rapport ^^ une valeur énorme pour que le foyer tombât 

à Tinlérirur de Tespace obscur. Les conditions de sensibilité ne sont pas 
<*ri<'()n' remplies. 

Toiilefois, il suflira (raccroître assez peu la proportion d'azote pour que 
riiié^Nilité (G) nous doiuie des valeurs de x acceptables. En effet, le calcul, 
répété pour un mélange de J en volume d'azote et \ d'bydrogéne, donne 

:/-->, 333, o'=i 1,374, Ï'=22i6»,3; 
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d'où, pour la condition de convergence, 



oc 

^ > 0,196, 



et pour la condition relative à la position du foyer 

j^> 0,877. 

Cette condition se trouve effectivement satisfaite dans mes expériences et le 
sera désormais pour tous les mélanges plus riches en azote. 

12. Mesure des diamètres. — Pour obtenir approximativement la 

valeur du rapport ^> j'introduis dans la région cylindrique de la base de la 

flamme deux fils de platine minces horizontaux, que je rapproche à volonté 
sur un diamètre de la flamme : i® jusqu'à ce que les fils, entièrement exté- 
rieurs à la flamme, paraissent la toucher, mais en restant sombres; 2® jus- 
qu'à ce que les extrémités de ces fils, portées au blanc éblouissant, parais- 
sent toucher le bord intérieur de la flamme vers l'espace obscur. On mesure 
la distance des extrémités des fils après extinction de la flamme. 

Cette mesure a été exécutée notamment pour le mélange de ^ en volume 
d'azote et f d'hydrogène. Sous une pression de 18^™ la flamme débitait 
4 16*** du mélange à l'heure. La consonne s, prononcée faiblement à plus de 
1™ de distance, réduisait la flamme au ^ de sa hauteur normale laquelle était 
de 35^™ environ. La flamme était donc très sensible. On a trouvé 

2R =:o"»,5i; 

d'où 

^ = 0,95, 

valeur nettement supérieure à la limite 0,877 calculée ci-dessus. Le foyer 
de cette flamme sensible tombe donc dans l'espace obscur intérieur. 

13. Des expériences analogues ont été réalisées pour un grand nombre 
de mélanges d'hydrogène et d'azote. Je me borne à rapporter les observa- 
tions relatives à la sensibilité de ces flammes. 



Sonsibililc ii|)|iri^diililc u 



Sciisilijlité piiHHiiLli', III 
Fluiiiinc (rc>i acii^^iLte 



souk-mcnl ù la limite où la llainmo ' 



Le calcul a|)[ii'<>clR', fondé sur la coiisidcralion des lentilles acoustiques, 
l'i Te \[)('- rit-Il ce li\cnl donc à peu près îiu niûinc iioinl la limite des grandes 
seiisibililés. 

H. Mélaiigi's tV hydfogi'mc et d'acidi- carbonique. — Je ne rapporte- 
rai [las les calculs rolalifs aux inélaiip;s d'liydrofj;ônc et d'acide carboni«|ue. 
Ils lixcnl ia liniilc <lo sousiliiliti' à une proportion en volume d'acide carbo- 
nique un peu ])liis faillie (|ue la [iroporliou d'azolo correspondante. Notons 
(jue, <lans le cas actuel, la préseiiec d'un ^'az carbone dans In flaininc tend 
à rendre indistincte la limite iiiléiieure de la zoni' de combustion ; la mesure 
de ~ deviendrait illusiiire iioiir des uiélaufïes ricbos en acide carbonique. 

Voici les résultats expérinienlaux relatifs à la sensibilité : 



S.-iisiMlJic fiiililo 

Suiisiijiiji.' r<iii>b c 



1. hiiiiiic soiisiliiliti< dans deux ox|>éi 



Mi;liiiii:c i[u'itii ne [iciit eiifliiii 



mnnièrc liuroblo 



Des mélanfjes ternaires d'bydrogène, d'acide carboni([ue et d'azote, con- 
Icnaiil en tout ', en volume <le gaz inerte, sont aussi sensibles que les mé- 
langes binaires correspondants ( ' ), 



n |iassaiii, que j'oî pu rcpélcr avec 



mélange d'hydrogène et 
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15. Acétylène : p"= i3, p'= i4,56. — M. Le Chatelier(*) donne, pour 
la température de combustion de racétylcne dans Tair, t' = 2260®, 

T'zz:2533. 

La condition de convergence et la condition relative au foyer sont très 
largement satisfaites, les seconds membres de (4) et de (6) prenant des 
valeurs négatives. 

Cependant la sensibilité est médiocre : la flamme n'est excitée par la 
consonne s que quand on l'accentue fortement. Alors la flamme s'écrase, à 
la manière des flammes de gaz, en formant un panache éblouissant. 

Il faut remarquer que l'espace obscur intérieur à la flamme n'existe que 
sur une hauteur de o*^™, 5 au plus au-dessus de l'orifice. Au-dessus, l'axe de 
la flamme, d'un blanc éclatant, est absolument opaque pour la lumière el 
probablement aussi pour le son. Les conditions sont celles que la flamme 
du gaz présente à partir d'une dizaine de centimètres au-dessus de Torifice, 
dans la région où nous savons que l'excitation devient inefficace. La lentille 
cylindrique n'existant ici que sur o^'",5 de haut au lieu de 10*'*", on ne peut 
être surpris que son efl'et soit médiocre. 

16. Mélange d'acétylène et d^azote. — L'azote est à peine plus dense 
que l'acétylène. On se convaincra, comme dans le cas de Thydrogène, que 
rabaissement de la température T', produit par une addition même assez 
considérable d'azote, est peu important. Les conditions de la lentille cylin- 
drique varieront donc très peu : il est clair que les inégalités (4) et (6) 
continueront à être satisfaites, même pour des mélanges riches en azote. 

L'expérience montre, comme on pouvait s'y attendre, que la longueur 
de la portion basilaire de la flamme transparente croît avec la proportion 
d'azote : l'eff'et de la lentille cylindrique doit augmenter dans le même rap- 
port. Voici les résultats obtenus : 



d'acide carbonique contenant 0,4 en volume de gaz inerte, des expériences analogues à celles 
de la page 2 sur la variation de pression nécessaire pour sensibiliser la flamme quand on 
change le diamètre de rbrifice. 

(*) Le Ciiatelier, Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. GXXI, 3o dé- 
cembre 1895. Température déduite de la formule de combustion ordinaire. 
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Proportion d'azole 

en volume. Sensibilité maximum. 

o, 143 Supérieure à celle de Tacétylène pur 

0,333 Ramme très sensible 

o,5oo Flamme longue et grêle d'une sensibilité remarquable 

«»,667 La flamme s'éteint 

Notons cependant que les mélanges d'acétylène et d'acide carbonique ne 
paraissent pas supérieurs à Tacétylène pur au point de vue de la sensibilité. 

17. Mélanges d^ acétylène et d^ hydrogène. Gaz d'éclairage. — L'hy- 
drogène agit surtout en abaissant la densité p*' du mélange intérieur et, par 
suite, diminuera la convergence de la lentille cylindrique. 11 est donc néces- 
saire de s'assurer si les inégalités (4) et (G) continuent à être vérifiées. 

Soit d'abord un mélange, à volumes égaux, d'acétylène et d'hydrogène 

Nous admettrons que la température de combustion est la moyenne de celles 
de l'hydrogène et de l'acétylène 

»,, 2353 -f- ^533 ,,^ 



L'inégalité (6) se réduil à 



j^>o,3; 



à 'i*^'" au-dessus de l'orifice on a trouvé 

2(JFH- R)iz: la"»»", 5, 

2R = 7°»°S5, 
d'où 

^ =- 0,07. 

Donc l'inégalité (6) est très largement satisfaite. Nous avons déjà signalé 
(p. 4) l'admirable sensibilité de cette flamme qui obéit même au tic-tac de 
la montre. 

Le gaz d'éclairage, mélange d'hydrogène et d'un volume un peu supé- 
rieur de carbures divers, a, par rapport à l'hydrogène, une densité p" variable 
de () à 8. On peut considérer que le calcul précédent lui est grossièrement 
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applicable. Or, on trouve expérimentalement pour r^ des valeurs comprises 

entre o,5 et 0,8, c'est-à-dire très supérieures à o,3. On rend compte ainsi 
de l'extrême sensibilité de ces flammes. 

Pour un mélange de 25 pour 100 d'acétylène et de 75 pour 1 00 d'hydro- 
gène, le calcul approché donne 

p''=4, p'r=i2,i7, r=2398. 



Condition de convergence 



^ >o,533; 



condition relative au foyer 



L'expérience donne 



j^ >3,7i6. 



i{x -4-R) z= 14*"™, 2, 

2R=r 6™™, 45, 
X 



La lentille est encore convergente, mais son foyer (formule 3) tombe à 
i'"™,5 au dehors de la flamme; or cette flamme, dont la base rappelle, par 
son aspect, la flamme du gaz, possède une sensibilité qui, bien que très 
inférieure à celle des flammes précédentes, est encore supérieure à celle de 
l'acétylène pur. 

Les approximations qui servent de base à tous ces calculs sont telles 
qu'on ne peut guère s'attendre à une meilleure concordance numérique. 

On est d'ailleurs en droit de se demander quel peut bien être le degré 
d'efficacité de nos lentilles. Cette efficacité est limitée : 1** par les réflexions 
sur les deux faces de la lentille; 2® par la difl^raction. 

18. Effet des réflexions. — Si Ton se borne à considérer les rayons 
centraux, les seuls auxquels la théorie élémentaire des lentilles s'applique 
en toute rigueur, on peut faire usage des formules de la réflexion vitreuse 
pour l'incidence normale, c'est-à-dire admettre que le rapport de l'intensité 
réfléchie à l'intensité incidente, à la surface de séparation de deux milieux 
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dans lesquels le son se propage avec des vitesses V et V', est 



Vv + v'V" 



On en déduit que la proportion a de l'intensité transmise après réflexion 
sur les deux faces de nos lentilles est 






On trouve ainsi 



Composition du gaz (en volumes). s. 

Acétylène pur o,665 

o,j acétylène, 0,5 hydrogène 0,708 

0,3 azote, 0,7 hydrogène 0,720 

o,a5 acétylène, 0,75 hydrogène Ow3i 

La proportion de l'intensité réfléchie varie dans ces divers cas de o,33 à 

19. Effet de la diffraction. — Le foyer géométrique est en réalité le 
centre d'une frange brillante d'autant plus large que la longueur d'onde de 
la radiation considérée est plus grande. 

Nous ne savons si les sons très aigus, capables d'exciter les flammes, agis- 
sent par leur note fondamentale ou par leurs harmoniques élevés. En tout 
cas, il ne paraît pas légitime d'admettre que les longueurs d'onde efficaces 
puissent descendre au-dessous de quelques millimètres. Or les rayons de 
courbure intérieurs de nos lentilles sont de 2"™ à 4™"5 les rayons extérieurs 
de 5™'" à 8™™. On peut donc craindre que le rapport dans lequel l'intensité 
est accrue sur la ligne focale ne s'écarte guère de l'unité. 

Je n'ai tenté aucun calcul relativement à ces lentilles. Je me suis borné à 
appliquer les formules ordinaires de la diffraction au problème plus simple 
des petits miroirs. 

Soit un miroir parabolique de révolution de paramètre /?, limité par un 



(*) Le tube abducteur du verre par lequel s'échappe la flamme constitue, lui aussi, une 
lentille cylindrique sonore convergente, mais la vitesse du son dans le verre étant de plus 
de 5ooo"', l'intensité a transmise après dcu\ réflexions est extrêmement petite. 
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plan perpendiculaire à l'a\e passant par le foyer cl soumis à l'aclion d'ondes 
planes perpendiculaires à l'axe. La zone m nm'n' du miroir (^g- '>■ ) remplace 



\ 

une portion d'onde plane de surface 27:^ (/y. Substituons à chaque clément 
de la zone une source sphérîque équivalente et supposons d'abord p assez 
f^rand par rapport à X. En prenant égal à 1 le coefficient de \itesse aflorcnt 
à l'onde plane, la composante efficace de la vitesse envoyée en F par la zone 
aura pour coefficient 



ou, puisque y^=: 2 px, 



q.-.(f-.)T 



4Tr/)rfj-( p — aa?) 



Mp^ 



X)' 



Puisque tous ces rayons arrivent concordants en F, les coefficients effi- 
caces de vitesse s'ajoutent simplement, el le coefficient de vitesse résultant 
en F est 






-loga)- 



1.028 ^ 



On voit aisément, en appliquant la méthode de M. Gouy (' ), (pie celte 
expression est encore suffisamment approchée, même pour p ■- - >.. 

L'intensité envoyée en F par le miroir est donc supérieure à l'intensité 



f ' ) Gouï. énnales de Chimie et de Phjsiqui 
Fac- de T. — X 



. XXrV, [>. 178. 
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incidente dans un r.ipport 

O; résultat est sans doute très approximativement applicable à un miroir 
sphérique de ra von />. 

Avec un miroir de 1*" de rayon, on aurait donc z = 3, 716 pour une 
longueur d'onde de 1^" et s = 371,6 pour une longueur d'onde de i"". Il 
est clair que, pour des miroirs cylindriques, on obtiendrait des valeurs 
de s moindres, et tout ce que nous pouvons conclure pour le cas plus com- 
plexe des lentilles cylindriques, c'est qu'on n'est pas autorise a priori à 
consirlérer leur effet comme négligeable pour des longueurs d'onde de i 



cm 



• > t mm 



•^f^^^^m^ 
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INTRODUCTION. 

On sait quel puissant instrument de découverte a été le trièdre de réfé- 
rence mobile dans la théorie des surfaces, entre les mains de Ribaucour(') 
et de M. Darboux (^), et Ton peut voir par les Leçons de Cinématique de 
M. Kœnigs (') que son introduction dans la Mécanique des solides im^a- 
riables n'est pas moins heureuse. Nous nous sommes proposé d'étendre 
l'emploi de ce trièdre à l'étude des corps déformablesy et nous avons été 
ainsi conduits, dans plusieurs questions importantes, à des résultats qui nous 
paraissent nouveaux. 

Nous avons dû reprendre l'examen des équations ordinaires de la théorie 
de rÉlasticité, et nous avons été amenés à remonter aux équations plus 
générales qui sont dues principalement à Lord Kelvin (*). Nous avons pu 



(1) Consulter en particulier : Ribaccoub, Étude des élassoïdes ou surfaces à courbure 
moyenne nulle (Mémoires couronnés et Mémoires des savants étrangers publiés par 
l'Académie royale de Belgique, t. XLIV; 1881). — Mémoire sur la théorie générale des 
surf aces courbes {Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4* série, t. VII; 1891). 

(') G. Dabboux, Leçons sur la Théorie générale des surfaces, t. I, II, III, IV; 1887 à 
1896. 

(•) G. KoENiGS, Leçons de Cinématique professées à la Faculté des Sciences de Paris, 
t. I, i*** fascicule; 1895. 

(*) W. TuoMSON, General Theory of the Equilibrium of an Elastic Solid {Mathema- 
tical and Physical Papers, vol. III, p. 386 et suiv.). 

Fac. de T. —X. I.I 



1.2 E. ET F. COSSERAT. 

rattacher cette généralisation à la notion du ds^ de Tespace, et Ton verra 
par là combien devient utile le trièdre de référence mobile. 

On ne trouvera pas, dans ce premier Mémoire, les résultats nouveaux 
(jue nous annonçons plus haut, et Ton nous pardonnera d'avoir fait d'abord 
une exposition dont certaines parties sont bien connues; mais nous avons 
cru qu'il n'était pas sans intérêt de présenter, sous l'aspect que leur donne 
la notion précédente, les principes de la théorie de l'Élasticité. 

Notre travail est divisé en quatre Chapitres. 

Dans le premier, nous avons repris d'une façon assez complète, quoique 
concise peut-être, l'étude de la déformation d'un milieu continu. Nous 
partons de la définition actuellement adoptée pour les composantes de cette 
déformation; mais on remarquera tout ce qu'elle contient d'arbitraire, et 
combien la notion seule de l'élément linéaire de l'espace permettrait de 
développer cette théorie préliminaire d'une manière plus systématique; 
nous aurons l'occasion de revenir plus tard sur ce point. 

La notion du ds^ correspond au procédé qui, dans la Mécanique ration- 
nelle, consiste à substituer à un corps naturel une distribution continue de 
matière. Un corps continu étant rapporté à un système de coordonnées 
rectangulaires a;, y y z^ et u, v, w désignant les projections du déplacement 
d'un point (a;, y, z), le corps possède, après sa déformation par un système 
de forces extérieures, un élément linéaire dont le carré 



{dx -^ d\xy-\~ {dy -i-r/v)'-i- i^dz 4-^/w)* 



est de la forme 



(i -h ii^)dx^-\- (i H- 2£,)dy*-4- (i H- ii^)dz^-\- 2y^dy dz H- ^y^dzdx -\- ^y^dxdy. 

Les recherches de Lamé, de Bonnet, de M. Lipschitz et de M. Darboux, 
sur la théorie des coordonnées curvilignes et sur la théorie des surfaces, 
nous fournissent les renseignements les plus essentiels sur les six expres- 
sions £,, £2, £j, Yi, Ya, Ysj qui ne sont autres que les six éléments par les- 
quels on a l'habitude de caractériser la déformation dans la théorie de 
TElasticité. 

On observera que nous avons séparé dans ce Chapitre l'étude générale 
de la déformation de celle de la déformation infiniment petite, et que les 
propositions classiques relatives à cette dernière sont rattachées à leur 
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véritable origine par la considération du système auxiliaire de M. Dar- 
boux (*). 

Dans le Chapitre II, nous avons repris la théorie de l'effort à l'intérieur 
d'un milieu continu, en admettant les équations ordinaires, qui, on le 
remarquera, correspondent à la forme donnée par Euler aux équations de 
l'Hydrodynamique. Mais ces dernières ont reçu de Lagrange une autre 
forme dont l'analogue existe également dans la théorie de l'Elasticité; 
nous montrons comment cette seconde forme se retrouve dans les systèmes 
d'équations considérés par plusieurs géomètres, en particulier par Kirch- 
hoff (^) et par M. Boussinesq ( ') ; le lien entre ces systèmes s'établit très sim- 
plement au moyen de six nouvelles auxiliaires, que nous désignons par P, , 
Pj, Pj, U,, Uj, U3, qui s'expriment aisément en fonction des N/, T/ de 
Lamé, et inversement. Il nous a semblé intéressant d'identifier ainsi des 
recherches importantes qui jusqu'ici, croyons-nous, n'avaient pas été rap- 
prochées. 

On remarquera que, dans les Chapitres précédents, nous n'avons pas 
cherché à tirer parti des avantages qu'aurait pu procurer l'emploi systéma- 
tique des formes quadratiques; nous avons pensé qu'il était préférable de 
laisser aux formules fondamentales leur aspect habituel. 

Dans le Chapitre III, il nous a paru indispensable d'élargir la base sur 
laquelle on fait ordinairement reposer la théorie de l'Élasticité, et de déve- 
lopper les indications données par Lord Kelvin (*), qui a rattaché cette 
théorie aux principes de la Thermodynamique, et qui a introduit, à la suite 



(*) G. Darboux, Leçons sur la théorie générale des surfaces, l. IV, Note XI, Sur Vé- 
quation auxiliaire, 1896. 

(') KiRCHnoFF, Ueberdie Gleichungen des Gleichgewichtes eines elastichen Kôrpers bei 
nicht unendlich kleinen Verschiebungen seiner Theile (Sitzungsberichte der mathema- 
tisch-naturwissenschaft lichen Classe der kaiserlichen Akademie der Wissenscha/ten, 
Bd. 9, S. 762-773, Wîen; iSd^). Ce Mémoire n'a pas été réimprimé dans les Gesammelte 
Abhandlungen de Kirchhoff, ainsi que le remarque M. Pearson dans son History of the 
Theory of the Elasticity, vol. II, part II, p. 5o. 

(») J. Boussinesq, Théorie des ondes liquides périodiques, p. S\^ {Mémoires présentés 
par divers savants à l'Jcadémie des Sciences^ t. XX). 

(*) W. TiioHSON, On the Thermo- elastic and Thermo-magnetic Properties of Matter , 
Part I {Quarterly Journal of Mathematics, t. I, p. 57-77). ^^ Mémoire a été réimprimé, 
en 1878, dans le Philosophical Magazine; il est réimprimé également p. 291 et suivantes 
du vol. I des Mathematical and Physical Papers de Lord Kelvin. 
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de Green (*), la notion de V énergie de déformation. Cette notion permet 
de ne pas se borner au cas de la déformation infiniment petite, qui est régi 
par la loi restreinte dite loi de Hooke, et dont la considération est loin 
d'être suffisante pour aborder tous les problèmes qui se posent dans les 
applications. Il est permis d'espérer qu'en adoptant une loi plus générale, 
comme nous l'avons fait dans ce Chapitre III, et tout en raisonnant sur le 
milieu abstrait que nous avons appelé corps parfaitement élastique, on 
pénétrera le sens de plusieurs des phénomènes complexes que l'on observe 
dans la déformation des corps naturels. On ne peut s'empêcher de croire à 
une étroite parenté entre les notions que nous n'avons fait qu'esquisser 
sur les équilibres de bifurcationy les équilibres limites, les échanges de 
stabilité de M. Poincaré (^), etc., et, par exemple, les faits singuliers que 
M. Considère a soumis à la Commission des méthodes d'essai des matériaux 
de construction ('), ou encore les résultats curieux que M. Hartmann a 
fait récemment connaître dans la Revue d^ Artillerie (*). 

Nous devons aussi appeler l'attention sur le raisonnement qui nous con- 
duit aux équations de la déformation infiniment petite et qui nous a été 
inspiré par les recherches de M. Darboux (^) et de M. Poincaré (•); nous 
retrouvons entre autres les résultats donnés par M. Poincaré ('), dans ses 
Leçons sur la théorie de l'Elasticité, et qui dépendent du choix de l'état 
naturel. 

Dans le Chapitre IV, nous considérons les coordonnées curvilignes, et 
c'est ici que commencent à apparaître l'importance de la considération du 
ds^ de l'espace et tous les avantages que procure l'emploi du trièdre de ré- 
férence mobile. Nous avons cru devoir résumer les principes qui se ratta- 



( • ) G. Green, On the Laws of the Reflexion and Refraction of Lighi at the common 
surface of two non-crystallized média ( Transactions of the Cambridge Phitosophical 
Society, vol. VU; iSSg). 

(*) H. Poincaré, Sur l'équilibre d'une masse fluide animée d'un mouvement de ro- 
tation (Acta mathematica, l. Vff, p. 259-38o; i885). 

(î) Voir les travaux de la Commission des méthodes dressai des matér^ux de con- 
structiony i" session, t. II et III; 1895. 

(*) L. Hartmann, Distribution des déformations dans les métaux soumis à des efforts 
{Revue d'Artillerie, l. XLV et XLVI; 1894- 1895). 

(5) G. Darboux, Leçons sur la théorie générale des surfaces, t. IV, p. 2 et suiv. 

(«) II. Poincaré, Sur les équations de la Physique mathématique {Rendiconti del 
Circolo matematico di Palermo, t. VIII; 1894). 

(■ï) H. Poincaré, Leçons sur la théorie de l'Élasticité, p. 47» 53, 58. 
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chent à ce Irièdre; il nous a suffi, en prenant une variable de plus, de 
transcrire les résultats que Ton trouve dans les Leçons magistrales de 
M. Darboux sur la théorie générale des surfaces (*), auxquelles le lecteur 
devra se reporter. 

Nous avons donné un rôle plus large qu'on ne le fait d'habitude aux coor- 
données curvilignes dans la théorie de l'Élasticité, en ne les employant pas 
seulement pour définir le corps avant sa déformation comme Lamé, mais 
aussi pour étudier le système triple de surfaces qui peut servir à repré- 
senter la déformation du corps. 

En outre, nous avons envisagé, dans ce Chapitre, les coordonnées les 
plus générales. Nous aurions pu, en les particularisant ainsi que le 
trièdre mobile, montrer ce que deviennent nos résultats dans le cas des 
systèmes triples orthogonaux auxquels on se borne habituellement, et 
retrouver notamment les équations bien connues données par Lamé. Mais 
nous aurons bientôt, lorsque nous aborderons les applications, à faire une 
étude approfondie des principaux systèmes particuliers de coordonnées; 
on verra que, à côté des coordonnées orthogonales, on doit placer d'autres 
systèmes non moins utiles, et que la considération du cercle de l'infini est 
encore ici d'une importance capitale. 

Cet exposé des principes de la théorie de l'Élasticité, quoique limité aux 
points essentiels, ne nous a pas laissé de place pour commencer à traiter 
les questions nouvelles qui en constitueront les applications. Nous donne- 
rons néanmoins une idée générale de ces questions, qui feront l'objet de 
Mémoires que nous espérons publier prochainement. 

Le problème de la déformation infiniment petite forme actuellement la 
partie la plus importante de la théorie de l'Elasticité; les équations aux 
dérivées partielles du second ordre qui le régissent sont linéaires ; pourtant, 
s'il est pris dans toute sa généralité, on ne sait encore le résoudre que pour 
des surfaces limites particulièrement simples : la sphère, le plan indéfini, 
certaines surfaces de révolution. Les résultats obtenus par Lamé (^) et Lord 



(*) G. Darboux, Leçons sur la théorie générale des surfaces, t. I, II, III, IV; 1887- 
1896. 

(*) G. Lamé, Mémoire sur l'équilibre d'élasticité des enveloppes sphériques {Journal 
de Mathématiques de Liouville, vol. XIX; i854). 
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Kelvin (*), MM. Boussinesq (^) el Cerruli (*), M. Wangerin (*), dans ces 
cas spéciaux, sont bien connus. Nous n'avons pas l'intention de chercher à 
les obtenir par une voie différente; mais, si, en suivant M. Poincaré (*), on 
reprend la question de l'existence de la solution des équations de la défor- 
mation infiniment petite, on est amené à retrouver la véritable origine des 
résultats dont nous venons de parler, et même à apercevoir une voie que 
Ton pourrait suivre pour les étendre à de nouvelles formes de corps. 

A côté de cette méthode difficile, il en existe une autre indiquée par 
Barré de Saint-Venant, dans le problème célèbre qui porte son nom, et 
qu'il a appelée méthode mixte ou semi-inverse. 

Barré de Saint- Venant considère comme imposée une partie seulement 
des conditions à la limite, et soumet à des restrictions la solution cherchée. 
Autrement dit, il adjoint, au système des équations aux dérivées partielles 
du problème général, un second système possédant des solutions communes 
avec le premier. 

La solution du problème de Barré de Saint-Venant a fait Tobjet de ses 
deux grands Mémoires, de i853 et i85/|, sur la torsion et la flexion des 
prismes (•); mais la méthode qu'il a ainsi inaugurée n'a guère été suivie 



(•) W. Thomson, Dynamical Problems regarding Elastic Spheroïdal Shells and 
Spheroids of Incompressible Liguid (Philosophical Transactions^ vol.CLIII, p.583-6i6; 
i8G4)' Ce Mémoire a été réimprimé dans les Mathemalical and Physical Papers de Lord 
Kelvin, vol. III, p. 35i-394. 

(') J. Boussinesq, Application des potentiels à Vétude de l'équilibre et du niouçe- 
ment des solides élastiques, principalement au calcul des déformations et clés pres^ 
sions que produisent, dans ces sol ides , des efforts quelconques exercés sur une petite 
partie de leur sur/ace ou de leur intérieur; Mémoire suivi de notes étendues sur divers 
points de Physique mathématique et d'Analyse, i885. 

( ' ) Cerruti, Ricerche intorno alV equilibrio de corpi elastici isotropi( Atti delta Béate 
Accademia dei Lincei, 3* série, Mcmorie, t. XIII, p. 8i; 1882). 

(*) Wangerin, Ueberdas Probleni des Gleichgewichts etasticher Rotationskôrper {Ar^ 
chiv der Mathematik und Physik^ t. LV; 1873). 

(«) H. Poincaré, Sur Véquilibre d'un corps élastique {Comptes rendus, t. CXXII, 
p. 154-159; 1896). 

(*) Barré de Saint- Venant, Mémoire sur la torsion des prismes, avec des considéra- 
tions sur leur flexion, ainsi que sur l'équilibre intérieur des solides élastiques en général, et 
des formules pratiques pour le calcul de leur résistance à divers efl'orts s'exerçant simulta- 
nément {Mémoires des Savants étrangers, t. XIV, p. 233-56o; i855). — Mémoire sur la 
flexion des prismes, sur les glissements transversaux et longitudinaux qui l'accompagnent 
lorsqu'elle ne s'opère pas uniformément ou en arc de cercle, et sur la forme courbe aCTectée 
alors par leurs sections transversales primitivement planes {Journal de Mathématiques de 
Liouvillcj 2* série, t. I, p. 89-189; i856). 
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depuis. L'opinion défavorable qu'en avait Lamé (*) a-l-ellc nui à son déve- 
loppement? Quoi qu'il en soit, elle a été reprise avec succès, il y a quelques 
années, par M. Pearson, qui a traité le cas d'une pièce droite pesante sou- 
mise sur sa surface latérale à une distribution quelconque de charge (^). La 
solution de ce problème a permis à Téminent professeur de VUnwcrsily 
Collège de Londres, de faire une critique très instructive de la théorie des 
poutres droites de BernouUi et d'Euler, encore adoptée aujourd'hui par 
les ingénieurs. Nous montrerons quel est le vrai point de départ de cette 
solution. Comme dans le problème de Barré de Saint-Venant, on est ra- 
mené finalement à résoudre une équation aux dérivées partielles du second 
ordre à deux variables indépendantes du type elliptique ; en étudiant le 
problème plus général des pièces courbes, nous avons été conduits à une 
équation du type elliptique qui présente cette particularité de se ramener, 
par un changement de variables, à l'équation d'Euler et de Poisson. 

Mais il y a plus. Dans le problème du disque mince, ou du cylindre cir- 
culaire de longueur indéfinie, animé d'un mouvement de rotation, étudié 
autrefois par Maxwell ('), et que M. Chree (*) a repris dans les importants 
Mémoires qu'il a consacrés récemment aux équations de la déformation 
infiniment petite en coordonnées polaires et semi-polaires, nous avons 
trouvé lement, au fond de la question, l'équation d'Euler et de Poisson. 

Nous avons été, par là, conduits à étudier d'une manière approfondie, 
dans la solution des équations de la déformation infiniment petite d'après la 
méthode mixte de Barré de Saint-Venant, l'introduction systématique des 
équations aux dérivées partielles du second ordre à deux variables indé- 



(*) G. Laué, Leçons sur les coordonnées curvilignes^ 19* Leçon, p. 358. Lamé s'exprime 
ainsi : a Une digression trop étendue, sur une question particulière de la théorie mathéma- 
tique de l'élasticité, pourrait donner quelque apparence de raison à ceux qui ne veulent 
voir, dans la grande généralité de cette théorie, qu'une complication inextricable, et qui 
préfèrent et prônent des procédés hybrides, mi-analytiques et mi-empiriques, ne servant 
qu'à masquer les abords de la véritable science, u 

(*) K. Pearson, On the Flexure of Heavy Beams subjected to conlinuous Systems of 
Load (The Quarterly Journal of pure and applied Mathematics^ t. XXIV, p. 63-iio; 
1890). 

(») J.-G. Maxwell, On the Equilihrium of Elastic Solids (Transactions of the Royal 
Society of Edinburghy vol. XX, p. 87-120; i853). 

(*) G. Chreb, The équations of an isotropic solid in polar an cylindrical coordi- 
nates (Transactions of the Cambridge Philosophical Society, \o\, XIV; 1889). — On thin 
rotating isotropic disks (Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, 1891). 
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pendantes non seulemenl du type elliptique, mais aussi du type hyperbo- 
lique. On peut ainsi suivre la voie ouverte par Riemann pour exprimer les 
conditions à la limite; mais, surtout, le lien intime qui existe entre les 
équations du second ordre du type hyperbolique et la tbéorie des surfaces 
permet d'introduire de nombreuses considérations géométriques qui faci- 
litent singulièrement l'application de la métbode de Barré de Saint- Venant 
et qui font disparaître l'empirisme que Lamé avait cru pouvoir reprocher à 
cette dernière. 

Les problèmes auxquels donnent lieu les corps minces se prêtent aussi à 
ces considérations. Nous nous proposons d'en reprendre l'étude avec cer- 
tains développements. La métbode que nous avons suivie dans le présent 
Mémoire pour établir les équations de la déformation inGniment petite 
trouvera ici une application également utile et introduira une grande net- 
teté dans les raisonnements par lesquels on forme actuellement les équa- 
tions fondamentales de la question. En Angleterre, le trièdrc de référence 
mobile a été déjà quelquefois adopté dans cette partie de la théorie de 
rhiasticité ; nous l'emploierons systématiquement et l'on verra combien il 
la rend attrayante et féconde en résultais intéressants. 
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CHAPITRE I. 

DÉFORMATION D'UN MILIEU CONTINU. 



I. — De LA DÉFORMATION EN GÉNÉRAL. 

1. Définition d'une déformation; les six fonctions qui lui sont 
associées. 

Considérons un milieu continu quelconque occupant une portion de 
l'espace, et concevons que chaque point de ce milieu éprouve un déplace- 
ment variant d'une façon continue avec la position du point. Nous dirons 
que le milieu a reçu une déformation j lorsque ses points rC auront pas subi 
un déplacement d'ensemble combiné ou non a^ec une transformation 
par symétrie; pour comprendre tous les cas dans la même définition, nous 
pourrons dire que la déformation est nulle, lorsque les déplacements des 
différents points du milieu correspondront à un déplacement d'ensemble, 
combiné ou non avec une transformation par symétrie, imposé à ce milieu. 

Rapportons les deux positions du milieu à un système d'axes de coor- 
données rectangulaires. Soient x, y^ z les coordonnées primitives d'un 
point et 07-+- u, y -I- V, ^ 4- w ce qu'elles deviennent après le déplacement 
de ce point. Supposons que les fonctions u, v, w de x, y, z soient définies 
et admettent des dérivées premières continues pour toutes les valeurs des 
variables correspondant à des points du milieu. Un système quelconque de 
telles fonctions u, v, w détermine une seule déformation; mais, inverse- 
ment, à une déformation ne correspond pas un seul système de fonctions 
u, V, w, si l'on a égard au déplacement d'ensemble, combiné ou non avec 
une transformation par symétrie, que l'on peut toujours imposer à un mi- 
lieu «ans le déformer. 

Proposons-nous de définir l'état de déformation du milieu au moyeu 
d'autres fonctions, qui seront déterminées d'une façon unique par la défor- 
mation et qui la définiront sans ambiguïté. 

Les formules 

peuvent être considérées, au point de vue où nous nous plaçons, comme 
définissant une correspondance entre deux espaces, l'un lieu du point (or, 

Fac. de T. — X. 1.2 
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y^ z), Tautre lieu du point (x,, ^|, r,).Mais on peut aussi les envisager 
comme des formules rapportant Tespace, Heu du point (a;,, j^,, ^,), à un 
système de coordonnées curvilignes (x^ y, z). 

La question que nous posons revient alors à la détermination de fonc- 
tions de 07, y, r, déterminant ce système de coordonnées curvilignes d'une 
façon unique, et qui soient déterminées de la même façon par lui; nous 
retombons sur une question de Géométrie qui est maintenant bien connue 
après les recherches de Lamé, de Bonnet, de M. Lipschitz et de M. Darboux. 
Nous avons des fonctions satisfaisant à la question, soit en prenant les six 
coefficients de la forme différentielle quadratique qui représente le carré de 
l'élément linéaire du second espace rapporté au système de coordonnées 
(x, y, z), soit en prenant des fonctions convenables de ces six coefficients. 
Or, si 

(2) cix\-hcif]'\-dz\r=Xcia:^-hhciy^-hCciz^-{- 2Ï) ciy dz -h 2E dz dx -h 2F dx dy 

est le carré de Télément linéaire du second espace, cette expression devient 
identique au carré de Télément linéaire du premier espace, lorsque les 
fonctions A, B, C se réduisent à Tunité et que les fonctions D, E, F s'annu- 
lent. Nous sommes donc amenés à adopter, pour définir la déformation, 
les six fonctions 

A — I B — I C — I ^ „ ,, 

^ rf' xS 

dont les expressions, au moyen de x^ y, z, se calculent, lorsque u, v, w 
sont données, par les formules 

ày 2 l\àyj \dy) \ày J J 



(3) 



âw 

'■=■37 



km'-m<m 
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_ dy\ ds\ du Ou ôs ôs ôv; âw 
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que l'on déduit immcdiatenient des suivantes : 



, / du\ . du , di\ . 




az 1 1= -; — ax 

qui résultent de la differentiation des relations (r). 

2. Propriétés des fonctions associées; conditions nécessaires et sujji" 
santés pour qu!une déformation soit nulle, c'est-à-dire corresponde à 
un déplacement d'ensendde combiné ou non ai'cc une transformation 
par symétrie. 

Les six fonctions que nous venons d'associer à une déformation ne dif- 
fèrent en rien, ou ne diffèrent pas sensiblement, de celles qui ont été en- 
visagées par les différents auteurs qui ont eu à s'occuper plus ou moins 
directement de la question, et, en particulier, par Green (*), Barré 
de Saint- Venant (^), Kirchhoff ('), Lord Kelvin (*) et M. Boussinesq (^). 

La façon dont nous venons de rattacher ces six: fonctions à la théorie des 
coordonnées curvilignes nous fournit immédiatement des renseignemonls 
précieux. 



(*) Green, On the propagation of l'ight in cvystallized média {Transactions of t/ie 
Cambridge Philosophical Society ^ iSSg; ou Mathematical Papers, p. agi-Sii). 

(*) Barré de Saint- Venant, Mémoire sur l'équilibre des corps solides dans les limites 
de leur élasticité, et sur les conditions de leur résistance, quand les déplacements 
éprouvés par leurs points ne sont pas très petits (Comptes rendus des séances de r Aca- 
démie des Sciences, t. XXIV, p. 2G0; 1847). On pourra lire aussi une Communication faite 
trois ans auparavant par Barré de Saint- Venant sur le môme sujet (Société Philomathique, 
26 mars 1844, ou Journal l'Institut, n** o37), ainsi que les Mémoires insérés en i863 et 1871 
au Journal de Mathématiques pures et appliquées. 

(') KiRCiiiiOFF, Ueber die Gleichungen des Gleichgewichtes eines elastischen Kurpers 
bei nicht unendlick kleinen Verschiebungen seiner Theile (Sitzungsberichte der 
mathematisch-naturwissenschaftlichen Classe der kaiserlichen Akademie der Wissen- 
schaften, Bd. 9, S. 762-773, Wien, i852). Ce Mémoire n'a pas été réimprimé dans les Gc- 
sammelte Abhandlungen de Kirchhoff. 

(*) W. TiioMSON et Tait, Treatise on Natural Philosophy, vol. I, Part II, Appendice C 
au Chapitre VII, p. 461. 

(») J. Boussinesq, Théorie des ondes liquides périodiques, Note 3, p. SqS (Mémoires 
présentés par divers savants à V Académie des Sciences de r Institut de France, 
t. XX). 
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Toul dabord, pour résumer ce que nous avons dit au numéro précèdent, 
nous avons lu proposilion suivante : 

A toutf th'fonnatioii correspondent six fondions t^y £„ Ej» ti^tuti 
iiéjinies par 1rs formules (3); et i/net^ement, au système de six fonc- 
tions ainsi construites correspond une déformation et une seule ( ' )i celle 
fjui leur a tlonm' naissance. 

Celte proposition peut tître coniptétéc cl précisée : 

Les si.r fonctions déterminées par les formules (3) ne peuvent pas 
être prises arbitrairement ; elles vérifient, comme on sait, un système 
d'équations aux dénVées partielles du second ordre; à toute solution de. 
ce système correspond une déformation et une seule. 

Il est un cas particulier qui a un grand inlérèl : c'est celui où la déforma- 
tion est nulle; nous avons, à son égard, la proposition suivante : 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une déj'ormation 
suit nulle, c'est-à-dire pour que la seconde position du mtlteu se déduise 
de la première au moyen d'un déplacement d'ensemldc, combiné ou non 
axée une transformation par symétrie, s'obtiennent en annulant les six 
fonctions e,, t„ s,, y,, *-j, Y». 

Celte proposition nous paraît importante; elle permet de préciser cer- 
taines in<li('ations de Itarré do Saint-Venant, <]ui n'ont peut-être pas été 
suflisaninient comprises par cpiel<]Uos auteurs, cl sur lesquelles nous re- 
viendrons à propos des tiges minces, des plaques et des enveloppes minces. 

;t. Déformation homogèite; ses six composantes. 

l no déformation (]uelcon<pie étant délinie par les six fonctions £, , e^, e,, 
"•> V:!' Vj' '" déformation la pins sinq)le i-st relie ])onr laquelle ces six fono- 
lious sont df's constantes non toutes nulles. I-ord Kelvin a indique, le pre- 
mier, l'intérêt cpu' présente cette déformation ; il l'a appelée une déforma- 
tion lionto'.'ène (- ), et a nonuné les valeurs constantes des six fonctions E,, 



'il 



il.-|ilai-<'i>ieiit .IV M ■semble, r-. 

(ï) \V.Tiio>i!i«s, V'irti.; 

I. lit, |.. Jtj. — Coiisullcr a 



\i\ [li'riiriiiiiticiiis qui lie dilTùrcnt <]uc par un 
' iiiiL- triiii>roriiiniiiin par sym«)tric. 
ciil Papers, .Vri. XCII, Etatticity and lleat, 
t .\aiural Pliilosophj; Vol. I, Pan I, p. ii6 
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^25 ^3? Yn Y25 Ta ^^* composantes. Nous allons voir comment se justifient 
CCS dénominations. 

Les six fonctions A, B, C, D, E, F qui figurent dans la formule (2) étant 
des constantes, il en résulte que a;,, y^y z^ sont des fonctions entières et 
linéaires de x^ y^ z, La déformation homogène est donc définie par les 
formules (*) 

7i = a^^-\-a^^x -f- (i-H au)y -\- a^^z, 

, c, =«30-4-^51 vT 4-«jî/ -+-(!+ Ûfjj)-» 

OÙ les coefficients a,,- désignent des constantes telles que les six valeurs con- 
stantes 

£,= a„ -h J (aj, -4- a\^ -4- «;, ), "/t == flr,3 4- «31 4- «i3«ii -H «««ji 4- «33«ji, 
£3=a,j-h{(flîj-4-«J,-haî,), /'3=««i4-«ii-+-«na„4-a,ia„-4-as,a3, 

des six fonctions e,, e^, £3, y,, ya, ya i^e soient pas toutes nulles. 

Ces six dernières constantes s'expriment au moyen d'éléments géomé- 
triques simples. 

Reprenons, en effet, la formule générale (2) qui détermine l'élément 
linéaire du second espace. Posons 

H| = v^A = v^i-+- 2£i, 

H, = V^ = Sjl -h 2£„ 

11,3= V^C = V^I-+-2£3, 

et définissons trois angles a,, a^^, aj, compris entre o et u, par les formules 



cosa,=: 



(f>) / cosa,= 



V^BV^C V^l -+- 2£, V^I -i- V«£3 

V^C0V y/i -h 2£3v/i 4- 2£i 



f' /a 

cosa3=: ■_ ,.^ z=z " 



V^Ay^B v^i -+- 2£, v^i 4- 2£, 



(1) En suppriniaiil une translation, on pourrait, comme on le fait d'habitude, supposer 
que les trois constantes aïo- «jo» «30 sont nulles; mais nous préférons les conserver en vue 
des applications ultérieures. Nous supposons les constantes a/j quelconques, en sorte que 
les seconds membres des relations (5) soient des fonctions linéaires indépendantes. 
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Le carré de rélémcnt linéaire du second espace prend la forme 

211^11^ cosiXt dzdx -4- sHiHjCOsaarfxdy. 



Nous voyons alors que litdx = \/i -h 2.z^ dx est l'arc élémentaire de la 
courbe d'intersection des surfaces y = const., .:? = consf.; de même, 

^\.,dy = v^i -H '^^idy est Tare élémentaire de la courbe d'intersection des 

surfaces z = const., x = const. ; Hjrf:? = y^i -f- 2t^dz est l'arc élémentaire 
de la courbe d'intersection des surfaces x = const., y = const. De plus, a, 
est l'angle sous lequel se coupent les arcs élémentaires liidy et H^dz; 
QL2 est l'angle des arcs élémentaires ll^dz et H^^x; ag est l'angle des arcs 
élémentaires li^dx et Harfy. 

Plaçons-nous dans le cas de la déformation homogène, où H,, II^, H3, 
a,, a^, ag sont des constantes. L'arc élémentaire H,^^ du second espace 
correspond à Tare élémentaire dx du premier; par conséquent, un segment 
de droite parallèle à Ox subit un allongement qui ne dépend que de la lon- 
gueur du segment considéré, et non de son origine. Nous pouvons donc 
parler, dans le cas actuel, H^, Ha, II., étant des constantes, de l'accroisse- 
ment de l'unité de longueur prise parallèlement à Ox, c'est-à-dire de la 
di la fat ion linéaire suivant la direction Ox : elle a pour valeur 



Hi — I =:v/l 4- 2£i — I. 

Les dilatations linéaires suivant les directions O y et Oz sont de même 



IIj— I zzz\J \ -H 2£2— I, 



H3 — I =r y/l 4- 2 £3 — I . 

Pareillement, un angle droit dont les côtés sont parallèles à O^, Oz de- 
vient a,, et cela quel que soit son sommet; un angle droit dont les côtés sont 
parallèles à Oz^ Ox devient a^, et un angle droit dont les côtés sont paral- 
lèles à Ox, O^ devient a,. Nous pouvons donc aussi introduire la notion 

(les dilatations angulaires 7 — a, , - — ol^^ - — a, (' ). 



(ï) Gonformt'mcnt à l'usaj^e liabiluel. nous adoptons ces expressions et non leurs valeurs 



chanjrtM^s rie si^nc. 
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On peut retrouver et compléter les derniers résultats que nous venons de 
rappeler, par le procédé suivant qui est classique (*). 

Les équations (5) définissent une transformation homographique dont 
les propriétés bien connues résultent principalement de ce que les plans à 
rinfini se correspondent dans les deux figures (^). Des plans parallèles 
étant transformés en plans parallèles, il en résulte que deux lignes paral- 
lèles sont également dilatées, et que deux angles dont les côtés sont respec- 
tivement parallèles se transforment en deux angles jouissant de la même 
propriété. 

Deux lignes parallèles étant également dilatées, à chaque direction est 
associée une dilatation linéaire suwant cette direction. Si /, w, n sont les 
cosinus directeurs d'une direction, et si r désigne la longueur d'un segment 
de droite issu de Torigine et parallèle à cette direction, la nouvelle lon- 
gueur r, de ce segment sera donnée, d'après les équations (5), par la for- 
mule 

r\ = /'[i H- 2(/'e,H- m*£jH- n'ca-f- mny^ 4- rity^-^- imy^)], 

d'où l'on déduit, en particulier, les valeurs précédentes des dilatations 
linéaires suivant les axes. 

Etant donnés de même les cosinus directeurs de deux directions, on ob- 
tient immédiatement le cosinus de l'angle entre leurs parties déformées, 
et, en particulier, si les deux directions sont deux des axes coordonnés, 
on retrouve les valeurs (G) précédemment écrites de cosa,, cosag, cosag. 

4. Déformation en un point d'un milieu; ses six composantes. 

Envisageons une portion du milieu non déformé entourant un point 
P(a7, j^, z). Si cette portion est suffisamment petite, les six fonctions e,, £37 
hj Yn Ta? Y»' qui sont des fonctions continues de x, y, z, conserveront, en 
ses différents points, sensiblement les mêmes valeurs, celles qu'elles ont au 
point P (a;, y^ z). Nous sommes ainsi amenés à substituer à la déformation 
d'une portion du milieu entourant un point P(x,^, :;), lorsque cette por- 
tion est suffisamment petite, une déformation homogène dont les six com- 
posantes sont les valeurs que prennent au point (x, y, z) les six fonctions 
associées à la déformation du milieu considéré. 



(*) Thomson et Tait, Treatise on Natural Philosophy. Vol. I, Part I, p. iiC et suiv. 
(*) Ghaslbs, Aperçu historique sur l'origine et le développement des Méthodes en 
Géométrie, p. 811 et suiv. 
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C'est ce que nous pouvons encore exprimer de la façon suivanlc. Si nous 
considérons un point Q(x + dx, y 4- dy, z + dz) du milieu non déformé, 
il est clair que les nouvelles coordonnées de ce point ne diflërcront de 

j:i+rfj-„ V, + *//,, s, + ds, 

que de quantités qui scronlinliniment pclitcs du second ordre, lorsque cLc, 
dy, dz seront tous trois infiniment petits du premier ordre. Ceci revient à 
dire que, dans le voisinage de P, la déformation est sensiblement définie 
par les équations 

; X, = (T,„-i-(i + fl„)X+<7,.Y + a„Z, 
(7) j Y,^«„ + «.,X + (.+a„)V + o„Z, 

où X, Y, Z désignent les coordonnées d'un point Q du milieu non déformé 
par rapport au poinl P, c'est-à-dire par rapport à trois axes ayant leur 
origine en P etparallt-k's aux axes coordonnés, où X„ Y,, Z, désignent les 
coordonnées de la nouvelle position de Q par rapport aux mêmes axes, et 
où enfin les coefficients a,j, qui sont déterminés on même temps que .r, 
>', z, sont donnés par les foriimlcs 



(>w ûw dvi 

)).r ily ds 

Ainsi, la dt'/ormation subie par la portion du milieu avoisinant un 
point P(,-r, y, -) de ce milieu est scnsihtemenl une déformation homo- 
gène définie par les formules (7) et (8), et ayant pour composantes 
les valeurs que prennent au point P les six fonctions e,, e,, e,, Yu Y»»'!'* 
qui définissent la déformation du milieu considéré. 

Nous désignerons la déformation homogène définie parles formules (7), 
(8) sous le nom de déformation au point P. Considérée uniquement au 
point de vue de la déformation, elle ne varie pas avec le point P, si la dé- 
formation considérée est homogène, et elle lui est équivalente. 

TjCs valeurs des fonctions e,, e,, e,, y,, fj, fj au point P seront dites les 
composantes àc la déformation au point P. 
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Une déformation homogène définie par les équations (5) ou (7) jouit de 
nombreuses propriétés. Nous allons rappeler les principales et introduire, 
en particulier, la définition de la rotation en un point. 

Tout d'abord les résultats acquis au n** 3 nous montrent que nous aurons 
au point P(a;, j^, z) trois dilatations linéaires suivant Oxj Oy, Oz^ ayant 
pour valeurs 

Un trièdre trirectangle de sommet P et d'arctes parallèles aux axes 
deviendra un trièdre dont les angles a^, a^, a, seront définis par les for- 
mules (6). 

5. Les deux ellipsoïdes de déformation et la rotation en un point du 
milieu. Déformation pure. 

Il existera généralement un trièdre de sommet P, que la déformation au 
point P transformera dans un trièdre dont les arêtes seront respectivement 
parallèles à celles du premier; c'est ce que montrent immédiatement les 
formules (7). 

Il existera en outre un trièdre trirectangle (*) de sommet P qui restera 
trirectangle lorsqu'on lui appliquera la déformation au point P; c'est ce 
qu'on établit par le raisonnement bien connu que nous allons rappeler. 

A un ellipsoïde placé dans l'un des deux espaces, les formules (7) font 
correspondre un nouvel ellipsoïde, et à trois diamètres conjugués de l'un 
des ellipsoïdes correspondent trois diamètres conjugués de l'autre. En par- 
ticulier, à la sphère du premier espace, qui est définie par l'équation 

les formules (7) font correspondre un ellipsoïde C, que nous appellerons 
le premier ellipsoïde de déformation relatif au point P (*). Cet ellip- 
soïde étant supposé à axes inégaux, il existe un système et un seul de trois 
diamètres rectangulaires de la sphère considérée qui se transforment 
par (7) en trois droites rectangulaires : ce sont les diamètres qui se trans- 

(1) Et généralement un seul en ne considérant pas comme différents du premier ceux dont 
les arêtes sont situées sur les mêmes droites que celles sur lesquelles sont situées les arêtes 
du premier. 

(*) Cauchv, Sur la condensation et la dilatation des corps solides. Exercices de Ma- 
thématiques. Vol. II, p. 6o-6y; 1827. 

Fac, de T,— X. 1.3 
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forment dans les axes de l'ellipsoïde c,. De même, à la sphère du second 
espace, qui est définie par l'équation 

(Xi-a,or+(Y,-«,o)'+(/^i-«,o)* = i, 
correspond l'ellipsoïde C défini par l'équation 

(i-f-2£,)^*-+-(ï^-2£,)Y»H-(i-f-2e3)Z*H-2y,YZ-f-2y,ZX-f-2y,XY = i 

et que nous appellerons le second ellipsoïde de déformation relatif au 
point P(*). Ses axes correspondent à trois diamètres rectangulaires de la 
sphère correspondante. 

Ainsi y en général, il existe un trièdre trirectangle et un seul, celui 
formé des axes du second ellipsoïde de déformation^ qui se transforme 
en un nouveau trièdre trirectangle, sa\^oir celui formé des axes du 
premier ellipsoïde de déformation. 

On peut, de plusieurs façons, par une rotation, suivie de la translation 
de composantes a,o, «20 j ^30 j appliquer les trois axes de Tellipsoïde C sur 
les axes correspondants de l'ellipsoïde <!:,. Parmi ces rotations nous distin- 
guerons celle pour laquelle les trois arêtes d'un trièdre formé avec les axes 
de C s'appliquent finalement sur les trois arêtes gui leur correspondent 
par (7) et qui appartiennent à un trièdre formé avec les axes de C^. Cette 
rotation sera ce que nous appellerons la rotation au point P du milieu. 

Pour que cette dernière rotation soit nulle, il faut (mais cette condition 
n'est pas suffisante, d'après ce que nous venons de dire) que les directions 
des axes du second ellipsoïde de déformation soient aussi celles que (7) 
laisse invariables. Gomme on le voit immédiatement, ceci revient à dire 
que l'on a 



^23 ^32» ^31 ^13» ^H ^i\' 



Si ces conditions sont remplies, on peut affirmer simplement que les 
deux ellipsoïdes de déformation ont mêmes axes. La déformation homo- 



(') W. Thomson et Tait, Treatise on Natural Philosophy, Vol. I. Part I, p. i3o. 



SIR U THÈOmE DE l'ÉUSTICITÉ. l.IC) 

gène correspondante est ce que Lord Kelvin et Tait ont appelé une défor^ 
mation pure (*). 

6. Décomposition de la déformation en un point du milieu en unr 
rotation suivie d'une déformation pure. Détermination de la rotation 
en un point du milieu. 

Etant donnée une déformation homogène définie par les formules (5) 
ou (7) où entrent douze constantes, nous pouvons nous proposer de la rem- 
placer par une autre déformation homogène équii^alente, définie par des 
équations où entrent des constantes en nombre moindre et, en particulier, 
en nombre égal à six. 

Ce dernier problème a évidemment une infinité de solutions ; nous pou- 
vons en distinguer de particulièrement intéressantes. 

La déformation déterminée par les équations (7) peut être remplacée 
par unr rotation définie par les formules 

(9) ) Y' = a'\-i-b'\ -\-c'Z, 

{ 7J —a''\-r'b"Y-^c"7., 

où a, b, Cj . . . désignent les coefficients d'une substitution orthogonale de 
déterminant -h i, suiine de la déformation homogène déterminée par les 
équations 

; \, — <7, 0-4- (!-+-«', i)\'-+- a\^\' -f-a'ijZ', 

où les coefficients à-j ont pour valeurs 



(*) \V. Thomson et Tait, Treatise on Natural Philosophy, Vol. I, Pari I, p. \\>.. Nous 
conservons encore ici les constanles «lo, «lo? ^'3j> <lont on peut faire abstraction, si l'on n'a 
égard qu'à la défurniation et si l'on néglij^e une translation. 
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14- a 



1 1 



=--H'^^"-) 



du dn 

oy oz 



«îi = 






a. , 3= a 



'3 1 






-+- 



àyj 

dw 



dz 



{'*%} 



(10) 



«11- 



• + «>.= 



-«■( 



«.î = 



c>u\ 

ôx 
dx 



a 



a 



ày âz 



'^y 



i'-t) 



+ c'H- 



«13 = 



«Î3 = 



I-f-«3,- 






; 



a' 



dx 



..dw „dw 



'ày 



■(-S) 



-+-C'' 14- 



A la rotation (9) ne correspond aucune déformation, et à trois droites 
rectangulaires quelconques dans l'espace lieu de (X, Y, Z) correspondent 
trois droites rectangulaires dans l'espace lieu de (X', Y', Z'); par consé- 
quent, si l'on veut que la déformation (9') soit une déformation pure, il 
faut et il suffit que la rotation (9) soit précisément une des rotations dont 
il a été question au numéro précédent et qui amènent les axes de Tellip- 
soïde C sur ceux de l'ellipsoïde C,. 

On voit donc que la déformation au point P revient^ et de plusieurs 
façonSy à une rotation suivie d^une déformation pure (*). Dans Vune de 
ces décompositions, la rotation n'est autre que la rotation au point P; cette 
dernière est donc définie par les formules (9), où les cosinus forment une 
solution du problème qui consiste à déterminer 9 cosinus a^ bj c^ .. . véri- 
fiant, outre les relations 



(M) 



a^ 4-6' 4- c' =1, a' a' -{- b' b" -{- c' c" z=z o 
a'»-+-6'»4-c'» = i, a'a-^b'b 4-c^c=:o 



a 



ffi 



,"1 



c"^ — \. 



aa' 4- bb' -\- ce' =0 



a 



b 
a' b' 



a 



b" c' 



= I, 



(*) La décomposition en une déformation pure suivie d'une rotation ne conduirait évi- 
demment pas à des résultats essentiellement différents de ceux du texte. 
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les suivantes : 






qui s'écrivent : 



dx 



Hà\^ . .dn 



ôy dz 



// àu\ ,,d\x ,du d\ ,/ d\\ dv 

a'(i-+--7-)4- b'-r- -+- c'-3- = a-T- -+-6|i4--j--f-c-3-, 
\ àx/ ôy dz dx \ ^yj ^^ 

OU encore, si on les ajoute après avoir multiplie leurs deux membres par 
a, a' y a!\ puis par 6, 6', If^ et enfin par c, c\ c", 

, c^u ,,<>v ,-/ à^\ d\x ,( ds\ -(?w 



()u ,/ c^v\ „dv/ ,/ (?u\ ,,dv , 

ày \ àyj ôy \ dx) dx 



„ds^ 
dx 



On peut donner de ce problème la solution suivante, qui met en évidence 
des résultats intéressants. 

Remarquons que les relations (lo) entraînent les suivantes : 

f , , V / , , , V , dvf / du\ dv/ du ( (?w\ dw 

, f V » / / ' V f f / dw\ds dw ( d\\ d\x d\ 

dont nous désignerons respectivement les seconds membres par i -h ae',, 
i-f- ae;, I -I- 2e;, fo T2» ïi» ^t qui, jointes à 

déterminent les inconnues €i^. Qiuêê "'une manière élégante 

les neuf relations précédeD 'is expriment que la 
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fonrie quadratique 

qui, on le voit immédiatement, se transformerait, en vertu de (9), en 

(l^2c,;\«4-(l-r-2£,)Y*-f-(l-r-2£,)Z--r2y,YZ4-ay,ZX4-2y,XY, 

est identique à la suivante : 



mum-m} 



où /' désigne la forme quadratique 



/ v^ 



(i4-a;,)X'--+-(i-+-a;,)Y'*-+-(i-+-fl'„)Z'*-h2fl;,Y'Z'-+-2a;,Z'X'4-2a;,X'Y 

I^laçons-nous dans le cas général. On peut, au moyen d'une substitution 
orthogonale, réduire la forme (î3) à une somme de carrés ; cette substitu- 
tion orthogonale revient géométriquement à rapporter le second ellipsoïde 
de déformation à ses axes principaux, et elle s'effectue au moyen de la réso- 
lution de Péquation du troisième degré en S, 



^ii; 



>oil 



1 + as, 


S 


y> 


ï» 




•/» 




I + 2e, — S 


y< 




7» 




7> 


n- aei- 


S 




x- 


aX' +(3 Y' 


H-yZ', 






Y- 


a'X' + P'Y' 


+ /z-. 






7J - 


■.x''\'-hp"\' 


'-hy"Z" 





o. 



rette substitution orthogonale ; la forme (i3) devient 

SiX"*-+-S,Y''»-4-S3Z''», 

'•n d/'si^Mîinl par S,, Sj, S^ les racines de Téquation (i4)- Si/" désigne 
f'ti rjiHî r|<îvi(îiil /' par l'effet de la substitution précédente, on doit avoir 



4 



mh(:^MM] 



i\\\\ (\r\t'vni\ut'. /". On doit pnMulrc, pour y satisfaire, 

/•■' . : ± v'S" \"^ ± V' s; Y"* ± \%Z"' 
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et adopter l'une quelconque des différentes combinaisons de signes placés 
devant les radicaux. Connaissant /", on a immédiatement /'. Si Ton veut, 
en particulier, distinguer, parmi les solutions, celle qui correspond à la ro- 
tation au point P, on prendra 

Connaissant les inconnues auxiliaires a^y, on déterminera les 9 cosinus 
a^b^c^ ... par les formules (to), dont la résolution donne les formules 
suivantes. 



Posons 






On aura 



— 
dx 

El 
dx 

dx 



du. 

ày 
ày 

'dy 



dn 
dz 

d\ 
dz 



dv/ 

"51 





(!-+-<,)-+- 



dl 



57^«^ 



' = 1 



dy 
oz 



dz 



11 




et des formules analogues pour a', b\ c', d\ &", c". 

Remarquons en passant la signification de A; Télément de volume 
dxdydz^ tracé autour de P(a?, y^ z), devient après déformation 

( I A I -f- Y) ) dx dy dzy 

Y) tendant uniformément vers zéro avec les dimensions de l'élément, en 
sorte que (*) 

e = iAi-i 



est la dilatation cubique au point P. 

A s'exprime aisément au moyen des composantes de la déformation au 



(1) II en résulte également que, pour un milieu dont la densité est p avant déformation 
au point {x, y^ z), et pi après déformation au point (â?i, j^i, z^ ), on a la relation : p = p^ x | A | 
qui est une des deux formes de V équation de continuité considérée en Hydrodynamique. 
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point P; si l'on forme, en cfTct, son carre par la règle de multiplication des 
dé terminants, il vient (' ) 



y* 



valeur du premier membre de l'équation (i4) pour S = o. 

Connaissant les 9 cosinus a, 6, c, . . . , on en déduira la rotation corres- 
pondante au moyen des formules bien connues. Soient /, m, n les cosinus 
directeurs de l'axe de la rotation au point P, et soit <ii Tangle de rotation; 
les formules (9) donnent immédiatement les trois relations 



(i5) 



(a— i)/+/t/i 
,'/ + (i'-i)ffl 



.)« = 



qui sont compatibles et déterminent /, m, n. On a ensuite 

1,6) C0.-1 -., '*'• Y*'' - 

On peut encore remarquer que si l'on envisage le trièdre Ox'y'3' repré- 
sentant la position que |)rcnt] le trièdre Oxyz, quand on lui applique une 
rotation équipollente à la rotation au point P, le tableau des cosinus re- 
latif à ce trièdre est 





'• 


y' 


=■ 


X 




b 


'• 


y 




h' 


<-■' 


-- 


«• 


i' 


.- 











(') Comparci' Love, A Trealise on the Slatkematical Theory of Elatticity, 1. 1, p. 55, 
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on a les formules d'Euler el d'Olinde Rodrigues (*) : 



a'=:2(X|JL-h vp), 



^ = 2(X/X — vp), 
6'=p»4-fJL'-X»-vS 

6''=i2(^v-i-Xp), 



C=l 2(XvH-|JLp), 
c'r=:2(fZV — Xp), 



7. Transformation des composantes de la déformation en un point 
du milieu. Invariants de la déformation. Cas particuliers de défor- 
mation en un point : extension simple et glissement simple. 

La définition que nous avons donnée des composantes de la déformation 
en un point du milieu dépend des axes coordonnés. Si Ton considère de 
nouveaux axes, on aura six nouvelles composantes qui seront fonctions des 
anciennes et dont il est facile de trouver les expressions. 

Soit 





. ^' 


y' 


z' 


X 


a 


b 


c 


y 


a' 


b' 


& 


z 


a' 


b" 


c' 











le tableau de transformation qui définit lès cosinus directeurs des nouveaux 
axes. Soient x\y\ z' et x\ , y\ , z\ les coordonnées, pour ces nouveaux axes, 
des points (x, y^ z) et (xi , ^i , -^i ). On a 

dx'^ -H dy\^ -H dz^ = dx\ -h dy\ -+- dz\ 

rz: (n- 2ei)t/j?*4- (i -+- 26,)^//' -h (i H- 2e,)c^5*-H ^y^dydz -h ly^dzdx 4- ^y^dxdy 



et 



dx-=za dx' -H b dy' -h c dz\ 
dy = a' dx' -+- b' dy' -+- c' dz'y 
dz = a' dx' -\- b' dy' -^ c" dz' . 



(1) G. Darboux, Leçons sur la théorie générale des surfaces, t. IV, p. 435. — Kœnigs, 
Leçons de Cinématique, p. 196. 
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On a donc 

H- 2 y j dy t/^' 4- 2 y', c^^' rfx' -h 2 y', c^o?' d'y', 

en posant 

t\ = z,b^->r Ztb'^-^ t^b'^-^-y^b' b' -^ytb' b ^y^bb'y 

83 = EjC* -h ttc'^ -+- £jc''» + yic'c'' -H yic'^c- -f- yjcc', 

y', = 2ei 6c -f- 2e,6'c' -h 263 6" c'' 4- yt (6'c'' 4- b'c') 4- y,(6"c 4- 6c" ) 4- y3(6c'4- 6'c), 

y; =z 28, ca 4- 2e,c'a' -h 2e3c"a'' 4- y^^c'a" 4- c'a') -:- yiCc^'a 4- ca' ) 4- yj(ca'4- c'a), 

y; =: 28ia6 4- 2e,a'6' 4- 2e,a''6"4- yi (a' 6' 4- a'' 6') 4- y,(a"64- a6') 4- y8(«6'4- a'b). 

Telles sont les formules cherchées ( * ). 

On peut remarquer que si Ton considère le second ellipsoïde de défor- 
mation 

(i4-2e,)X«4-(i4-2e0Y*4-(i4-2e3)Z»4-2yiYZ4-2y,ZX4-2y,XY— i, 
et si Ton remplace dans son équation X, Y, Z par 

\ = a X' 4- 6 Y' 4- cZ', 

Y = a'X'4-6'Y'4-c'Z', 
Z = a'X'4-6''Y'4-c''Z', 

la nouvelle équation est 

(i4-28;)X'»4-(i4-2e;)Y'»4-(i4^2£;)Z'«4-2y;Y'Z'4-2y;Z'X'4-2y;X'Y'=i. 

Il en résulte que les expressions 

8,4- £,4- £3, 

y\ -^ yî ^- y\ — 4(£îê3-»- h^x -h siSî), 
4eiei£3^-yr/îy3— Êi'/î — eiyî — £syî 

restent inaltérées par une transformation de coordonnées. 

Parmi les déformations homogènes, deux sont particulièrement intéres- 
santes. 



(*) Comparer Love, A Treatise on the Mathematical Theory of Elasticityy t. I, 

p. 40, \\. 
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Dans la première, appelée extension simple, les lignes parallèles à une 
direction donnée sont dilatées et toutes les lignes perpendiculaires restent 
invariables en longueur. D'après ce qui précède, les conditions pour que 
la déformation en un point soit une extension simple sont(*) 

yî ^-yî H-yJ — 4(£ie3-Hè3£,-f-6i83) =o, 

4ei£2£8-+-yiyîy3— er/î — siyî— £3yî=o 
et la grandeur de cette extension simple est 

e = v^i -4- 2(e,-+- £,H-83) — I. 

La seconde déformation homogène, que nous devons aussi signaler et 
dont Vicat (^) et Barré de Saint- Venant (') ont, les premiers, montré Tim- 
portance, est le glissement simple. Dans cette déformation, tous les points 
dans un certain plan restent dans ce plan après la déformation, avec leurs 
positions primitives, et tous les points dans un plan parallèle au premier 
restent dans leur plan, mais y sont déplacés, dans des directions parallèles 
à une ligne donnée dans le premier plan, proportionnellement à leurs dis- 
lances à ce plan. 

Les formules définissant un glissement simple des plans ^' = const. paral- 
lèlement à l'axe des x' du trièdre coordonné O'x'y'z' sont 

g étant la grandeur du glissement. Les composantes de la déformation 
sont 

£',=0, «i-Y' ^i=0' yi=o, Yi—0. y\-=g. 



et les formules (G) du n® 3 donnent 



c:, = -> 

^ 2 



«. = -, ,ang(--«,j = 5-. 



La grandeur d'un glissement simple, pour des axes de coordonnées quel- 



(*) Ix)VE, A T réalise on the Mathematical Theory of Elasticityj t. I, p. ^i, 
(*) ViCAT, Recherches expérimentales sur les phénomènes physiques qui précèdent 
et accompagnent la rupture ou V affaissement d^une certaine classe de solides (An- 
nales des Ponts et Chaussées, i833, 2* semestre, p. 201-268). 

(') Barré de Saint-Venant, Leçons de Mécanique appliquée ^ faites en 1837-1 838, à 
l'École des Ponts et Chaussées. 



"**«iï" 
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'».* 



> c**i -i"^' fi* déformation en un point soit un glissement 

.,s^*is^ 1^ JiHormation résultant de deux glissements simples suc- 
,u .;cs plans ^ = const. parallèlement à Taxe des x\ l'autre des 
.v>usl. parallèlement au même axe des x\ Les formules défînis- 
^ .s,;vu*iuation résultante seront 

H olaat les grandeurs des deux glissements. Les composantes de la 
ASiualion résultante seront 

i\ = o. e'î = -^> ^3 "= Y' '''« "^ ^^' '^'^ ~ ''' '^'^ " ^' 

On voit immédiatement que cette déformation résultante est elle-même 

mi glissement simple, dont la grandeur est ± \/g^-h h^. 

Il est également facile de voir que deux extensions simples, suivant des 
directions rectangulaires et dont les grandeurs e,/sont telles que 

produisent un glissement simple dont la grandeur est 



(>) Love, A Treatise on the Mathematical Theory of Elasticity, t. I, p. 42. 

(«) Barré de Saint-Vknant, Leçons de Mécanique appliquée, faites en i837-i838, à 
l'École des Ponts et Chaussées, 

Les dcu\ extensions simples rectangulaires produiraient aussi un glissement simple, de 
grandeur g =^±ef, si l'on avait 

(i-+-e)(i-}-/)=-i; 

on pourra rapprocher cette remarque de celle faite au Chap. II, sur le signe de A. 

On consultera avec grand intérêt, sur ce sujet de la composition et de la décomposition 
des déformations, W. Thomson. Mathematical and Physical Papers, art. XCII : Elasticity 
and Ifeaty vol. III, p. 8», et VV. Thomson et Tait, Treatise on Natural Philosophy, 
mA. I, Part I, p. 125, i33. 
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II. — De la déformation infiniment petite. 

8. Définition de la déformation infiniment petite. 

Envisageons un milieu qui se déforme d'une façon continue, et suppo- 
sons, pour fixer les idées, que les différentes positions du milieu soient 
définies de la manière suivante. Dans les formules 

qui donnent les coordonnées x^^ j^,, z, de la nouvelle position du point 
(a:, y, z), les quantités u, v, w sont fonctions de x^ y^ z et d'une nouvelle 
variable/; nous supposerons que le milieu proposé corresponde, par 
exemple, à la valeur zéro du paramètre. 

Lorsque / sera infiniment petit, les quantités variables avec la défor- 
mation, telles, par exemple, que les six fonctions e,, £3, e,, y,, ya? Ts? diffé- 
reront de leurs valeurs primitives de quantités infiniment petites. L'étude 
de la partie principale de tels infiniment petits constituera ce que nous 
entendrons par l'étude de la déformation infiniment petite du milieu 
considéré. 

Supposons que u, v, w^, fonctions de la variable / en même temps que de 
X, y^ z, puissent être développées -suivant les puissances entières positives 
de /; comme u, v, w doivent se réduire respectivement à zéro pour / = o, 
nous aurons 

IU = f/ -h f/| -h Wi ■+- . . . , 
V = (^ -+- <'i -h ('1 -h . . . , 
w = ^^^ 4- cvj -H «'1 -f- . . . , 

en désignant par w, ç?, iv les termes de ces développements qui renferment 
/ en facteur, et généralement par u^j p^, ^n ceux qui renferment /""*■' en fac- 
teur, en sorte que l'on ait 



u Mit y 


• • • > 


Un U^H-l^""^', 


V =\lt, 


• • • > 


i'« — v«^, t"-^' , 


çv— Wi/, 


. . . , 


Wn Wn^it"^\ 



• » 



Un V,, w,, U2, Vj, W2, . . . étant des fonctions indépendantes de /, mais dé- 
pendant des variables x, y, z. 

Pour simplifier l'exposition, nous supposerons que les séries (17) sont 
uniformément convergentes, ainsi que celles dont les termes s'en déduisent 
par différentiation par rapport à x, y, z. 



I.3o E. ET F. COSSERAT. 

9. Dilatations linéaires et glissements relatifs à la déformation infi- 
niment petite. 

Nous aurons, avec les notations précédentes, 

du dw dv 

dv du div 

div di^ du 

les termes non écrits renfermant en facteur une puissance de / supérieure 
à la première. 

Les dilatations linéaires au point P suivant Ox, Oy, Oz seront 

du dv div 

dx dy dz 

et les formules (G) du n** 3 donnent pour les dilatations angulaires au 
point P 



1 


d^v dv 
dv dz 


2 


du dw 
dz dx 


TT 
2 


dv du 
^ dx dy 



• ■ • • 



On voit que lorsque t est suffisamment petit, les six composantes de la 
déformation en un point ont sensiblement pour valeurs les expressions 



(i8) 



du 


et= -7-, 
dy 


d^v 


d^v di' 


du dw 
^' àz-^ dx' 


dv du 
^'~" dx "^ dy 



Les trois premières e,, e^^ e^ sont aussi sensiblement les valeurs des dila- 
tations linéaires au point (a?, y, z) suivant Ox*, Oy^ Oz; nous les appelle- 
rons les dilatations linéaires relatii^es à la déformation infiniment 
petite (*). Les trois dernières ^i, g^^ gz sont de même sensiblement les 

valeurs des trois dilatations angulaires a<, ag, aj; nous les 



(') Nous les appellerons simplement dilatations linéaires lorsque, dans une même ques- 
tion, on n'envisagera que la déformation infiniment petite et qu'il n*y aura ainsi aucune am- 
higuïtc possible. La même remarque s'applique aux définitions qui vont suivre. 
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appellerons les dilatations angulaires relatives à la déformation infini- 
ment petite; d'après le n^'ô, nous pourrons encore les nommer glissements 
relatifs à la déformation infinîfnent petite. 

Pour t tendant vers zéro, l'expression A du n** 6 tend vers i; pour / suffi- 
samment petit, la dilatation cubique est 



Sa valeur approchée 



^ du di> âiv 
ôx oy az 



ç. du _j_ ^ d^ 

dx ' dy àz 



que nous appellerons dilatation cubique relative à la déformation infi- 
niment petite^ est égale à la somme des valeurs approchées des dilatations 
linéaires suivant les trois axes. 

10. Dilatations principales (*). 

Parmi les directions issues de P(a;,y, z)^ il y en a trois particulièrement 
remarquables : ce sont les axes du second ellipsoïde de déformation. Les 
dilatations linéaires suivant ces axes sont dites dilatations principales. 
Si nous les désignons par A<, Aa, A3, les carrés des longueurs des axes du 
premier ellipsoïde de déformation seront 

(i + A,)S (i-hA,)% (i + A,)S 

et les carrés des axes du second ellipsoïde de déformation seront 

I f I 

(i + A,)*' (i + A,r-' (i + A,)*' 

En désignant toujours par S<, S2, S3 les racines de l'équation (i4) du 
n*^ 5, on aura 

Si= (I 4- A,)S S,= (I + A,)S 83= (I + A,)», 

et si l'on forme l'équation en S relative au premier ellipsoïde de déforma- 
tion, ses racines seront, à un facteur près, les inverses de S<, Sa, Sg. 

Cherchons les développements de A|, Aa, A3, S|, Sa, S3 suivant les puis- 
sances de t. Pour / = o, les trois racines de l'équation (t4) sont égales à i; 

(*) Comparer II. Poincaré, Leçons sur la théorie de l'Élasticité, p. 10 et suiv. 
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'^tT ^iî ^i cAnii«»nrlronr. ^ ^n fricî>*nr, **t. Ton aura 

^>p, si, rliit\-< l'pirpMïtiou ^f\)j on remplace 5 par un déveli^ppement dont 
\(*H dcm* pr^mi^r^t r>>rm^H -«ont t. ni, savoir 

on voit. apr^H avoir divin^^ par /^ et fait tendre / vers zéro, que 5,» s.^» a, 5ont 
kn racines de l'érpiation en ^ i^aivante : 

/^// - fh ou au fh*' 
^ , — -^f/j ^— ,*- — — — 

f)K> OU ÔS^ , fhv Ô\^' 

/'//ï ' Oy f)y ÔY ôz 



I 



f)u /hi^ f)^ ôv dsv ^ 

j. , . -< 2 -r 2 

I /;5 ô r. Oy ôz ôz 



!\oMî» api^ellerorif* -î, , ^^^ 2:> les dilalaliowi principales relaiii^es à ladé- 
/(fffnation injinimfnl pfUile. 

K I , Holalion reMiCwn à la déformation infiniment petite. 

VA\s\%nifirhu% la r/itatiori en un point du milieu; pour / = o, elle se réduit 
/rvîd^Tmment k //^ro, en «orle que de» neuf cosinus, a^b^ Cj ... qui figurent 
ihiun \i'n h\nu\\(}U% Tf^^dii u'^ 6, trois, a, t', c^, se réduisent à i pour / = o; 
h*% %\% jifitreçt %4'. r/rdiiisent ix Zf\ro. 

l)/?vir|/i|Fpon5t ce» neuf coHinus suivant les puissances de /: si Ton pose 

t/f?ii' f)v\ __ 1 /Ou div\ ifâi^ àu\ 

ou trouvât iinm/'diati'merit, au moyen des relations (i i) et (12), auxquelles 
satinfont, ni grn/^ral, le» neuf cosinus, les développements suivants : 

a I * f . . . , /; :. — T3 4- . . . , c = Tj 4- . . . , 

'À 

r/ Tjl..., /y — I i-i-..., c' = — Ti4-..., 

t' + t' 

f/" - — T, H ... , // T- T| -H . . . , C" = I î i -+-... 
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i.n 



avec 



r'-h f'=7,T 



2*3 



C -h a — TjT, -h 



(l ~T~ ti — "^1 *î "^ • • • » 



les termes non écrits renfermant en facteur une puissance de t supérieure à 
celle entrant clans les termes qui figurent. 

La connaissance de t,, T2, T3 permet, on le voit, d'écrire les premiers 
termes des développements des neuf cosinus. 

Les formules (9) du n" 6 mettent alors immédiatement en évidence que 
si Ton définit la rotation par un segment porté sur Taxe de rotation et égal 
à la grandeur co de la rotation, les projections de ce segment seront 



9 "2 



> "3 



C'est ce que montrent également les formules (i5) et (iG) du n*' 6; les 
relations (i.5) nous font voir que, si /©, /Wo, ^^o désignent les valeurs de 
/, m, n pour / == o, on a 



/o 



k I 



///. 



h « 



n, 



et la formule (iG) donne 



L:t 



0) 



COS' - = I 



«2 

* I 



••8 



.1 



d'où 



fjt ._ .. , j — t— h 2 ~T~ k J "T~ . • • . 



La rotation définie, de la manière qui vient d'être indiquée, par le se} 
ment dont les projections sont 



r- 



» 1 » «2» »3« 



est la rotation rclatwe à la déformation infiniment petite au point 
(x, y^ z) ; lorsque / est suffisamment petit, elle ne diffère pas sensiblement 
de la rotation au même point (jt*, y^ z). 

12. Proposition classique relatii^e au cas où les dilatations linéaires 
et les glissements relatifs à la déformation infiniment petite sont nuls. 

Pour terminer ces brèves indications sur la déformation infiniment petite, 
il nous reste à chercber ce que deviennent ici les propositions énoncées au 
n** 2 dans le cas général. 

La notion du système auxiliaire de M. Darboux et les propositions que 

Fac. de T, — X. 1.5 



: -"^ij.k". 
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la vitesse d'un point x^ y, z d'un système invariable à un instant donné. 

Pour parler autrement, la solution générale du système (20) correspond 
au déplacement infiniment petit d'un point {x^y^ z) d'un système inva- 
riable, dans un mouvement infiniment petit de ce système. 

Nous retrouvons, on le voit, la proposition classique bien connue ('), qui 
est ainsi rattachée à sa véritable origine. 

13. Equations de Barré de Saint-Venant. 

Six fonctions quelconques de x, y, z ne peuvent pas représenter la dé- 
formation d'un milieu continu; elles doivent, ainsi que nous l'avons déjà 
dit au n° 2, vérifier un système d'équations aux dérivées partielles qui re- 
présente la condition nécessaire et suffisante pour que les équations (3) du 
n'* 1, où l'on considère £,, £2, £3, y,, y^, ys comme des fonctions données, 
déterminent des inconnues u, v, w. 

On peut dire encore que l'intégrale générale du système dont nous ve- 
nons de parler est définie par les formules (3) du n" I, où u, v, w désignent 
des fonctions arbitraires. Considérons alors, en particulier, la solution qui 
correspond aux valeurs u = o, v = o, w == o de ces fonctions arbitraires, 
et qui est ainsi formée de fonctions toutes nulles, et formons, à l'égard de 
cette solution, le système auxiliaire de M. Darboux du système considéré, 
(^e système auxiliaire, considéré comme définissant six fonctions inconnues 
^'n ^2î ^'3' on 2Î 08? fidmettra une intégrale générale qui sera définie par 
les formules (18) du n° 9, où w, r, kv désignent des fonctions arbitraires. 
Donc 

Six fonctions quelconques de x^ y, z ne peuvent pa^ être prises pour 
représenter les dilatations linéaires et les glissements relatifs à une dé- 
formation infiniment petite; elles doii^ent vérifier un système d'équa- 
tions aux dérivées partielles du second ordre qui représente la condition 
nécessaire et suffisante pour que les équations (iS) du n^ 9, où l'on con- 
sidérée e^, e.2, f?3, g^, g.,, g^ comme des fonctions données^ déterminent 
des inconnues w, r, <v; ce système n'est autre que le système auxiliaire^ 



(*) Consulter, en particulier, sur ce sujet : W.-J. Ibbetson, An elementary Treatise 
on the Mathematical Theory of perfectly elastic Sotids, p. 26O; 1887. — H. Poixcark, 
Leçons sur ta Théorie de V Élasticité^ p. i3 et suiv.; i89'2. — A.-E.-II. Love, A Treatise 
on the Mathematical Theory 0/ Elasticity, p. 121; 1892. — E. Cesàro, Introduzione alla 
teoria matematica délia élasticité, p. lî; 1894. — G. Koenigs, Leçons de Cinématique 
professées à la Faculté des Sciences de Paris, § 3^^ p. 107 et suiv.; 1895. 
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formé à Vé^ard de la solution constituée de fonctions toutes nulles, du 
système auquel satisfont les six fonctions £,, £3, £3, Yn Y2> Ts cissociées 
à une déformation quelconque. 

Les équations auxquelles satisfont les six fonctions associées à une dé- 
formation infiniment petite ont été données pour la première fois par Barré 
de Saint-Venant ( *); lorsque nous introduirons les coordonnées curvilignes, 
nous verrons qu'on peut former facilement les équations auxquelles satis- 
font les six fonctions associées à une déformation quelconque, et le procédé, 
employé au Chapitre IV pour former les équations de Barré de Saint- 
Venant, reviendra au fond à former le système auxiliaire de M. Darboux. 
On peut, pour établir ces mêmes équations, étudier directement le sys- 
tème (18) du n" 9, ainsi que Tout fait, par exemple, MM. Boussinesq (^) et 
Beltrami ('), et ainsi que le font les auteurs de différents Traités d^ Elas- 
ticité (*). Nous allons reproduire ici Tune des démonstrations de M. Bel- 
trami; elle est identique à celle à laquelle nous serons conduits au Cha- 
pitre IV par l'emploi du trièdre mobile. 

Introduisons comme inconnues auxiliaires les composantes t,, Ta, t, de 
la rotation relative à la déformation infiniment petite; nous obtiendrons 
le s\stème suivant : 



du 


e^n 


^*' 6 3 _^ . 

OX 2 "^ ''' 


dxv g^ 

ÔX 2 


^2, 




du 

• 


"2 ''' 




Oy 2 

• 


-^T,, 




du 
Oz 


2 ^'-' 


Oz 2 


Oz 







(*) NwiER, Résumé des Leçons données à l'École des Ponts et Chaussées sur l'appli- 
cdtion de la Mécanique à V établissement des constructions et des machines. 3' édition, 
avec des Notes et des Appendices, par M. Barré de Saint- Venant; 1864. 

(2) J. Boussinesq, Etude nouvelle sur l'équilibre et le mouvement des corps solides 
élastiques dont certaines dimensions sont très petites par rapport à d'autres {Journal 
de Mathématiques pures et appliquées, 2® série, l. XVI; 1871). 

(') Beltrami, Suit' interpretazione meccanica délie formole di Maxwell (Nota in 
fondo; Memorie di Bologna. \%^(i). Note Jisico-matematiche {Rendiconti del Circolo 
nxatematico di PalermOy t. III, p. G7 ; 1889). Sur la théorie de la déformation infini 
ment petite d'un milieu {Comptes rendus, t. GVIII, p. 5o2 ; 1889). 

(*) Consulter, en particulier : Love, A Treatise on the MathematicalTheory of Elasti- 
^'0'? V' *''' ^^ suiv. — Cesàro, Introduzione alla teoria matematica délia elasticità, 
|>. 18 et suiv. 
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Les conditions nécessaires et suffisantes pour Texistence des fonctions 
w, r, iv, lorsque T|, t.,,, Tg sont supposées connues, s'obtiennent en écrivant 



et six relations analogues. 

Les neuf relations obtenues se résolvent immédiatement par rapport 
aux dérivées partielles de t,, Ta, T3 et les conditions nécessaires et suffi- 
santes de rexislence de w, v, kv sont celles qui expriment que le système 
suivant 



(2.) 



07, 

0.C 


— 1 '2r? 
" 2 Or 


1 ai,':, 

2 ôz 


OTi _ Oei I 0,i:i 
Of Oz 1 Oj: 
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Oc, 
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1 Oa'i 

A Oz 


O'i 1 ô^i OC3 
Oz 2 Oz O.v 


07, 

Oz ~~ 


2 Ox 2 Jv 



déterminant les auxiliaires t,, t^, Tj, est compatible (*). Nous obtenons 
ainsi les six équations de Barré de Saint-Venant, 

Oz' Oy'' OyOz ' ' OyOz'^ OxKox Oy Oz)~ ' 



0' 


A'i 


Oy 


Oz 


0^ 


A'i 


Oz 


Ox 


0' 


A'.i 



^ I dr* Oz^ Oz Ox Oz Ox Oy \ Oy Oz Ox ) 

c/k* <^i^" <^'' Oy ' Ox Oy Oz\Oz Ox Oy J 



(*) Remarquons, en passant, que les considérations précédentes, appliquées au cas où lèse/ 
et les ^/ sont nuls, donnent la démonstration habituelle de la proposition qui fait l'objet 
du n*» 12. 
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CHAPITRE II. 

DK I.EFFOHT A l/INTÉRIEl R DL\ ^riLIEl CONTINU. 



li. Di'finitioit df Vfffovt à rinU-rinir d'un mUicti vontinti. héqua- 
liun.i oiiliimiri's qui s'y fappoifriil. 

Kiivisîifrcoiis un niilicu coiilimi tlonl tons les points sonl » la mèm*.* teiii- 
|KTalurc cl qui. on prosonte de corps oxtériours ayant tous la nitrme Iciii- 
pèralurc que lui, a pris une position déformée cl est en équilibre sous 
l'action de deux sortes de forces cxlériemvs : des forces agissant sur la 
masse intérieure du milieu el des forces applii|uées h sii surface. 

Les forces agissant sur la masse du milieu seront définies, dans ce qui 
va suivre, de la façon suivante. Le milieu, <lans sa position apr^s la défor- 
inatioii, élanl décomposé en éléments de volume, et le passage à la limite 
devant être cfiectué ultcrieurenienl, nous supposons appliquée à chaque 
élément ^/\',, en un point (.r,, _>■,, :,) de cet élément, une force ayant 
pour composantes 

p,\'/V.(i-i-r,-i. &,V,/V,(i-i-/,l. p,Z<A",(i + ..-), 

_;, désignant la dcnsilê, au point (•*■,,_>',, z,), dn milieu déformé et r,', rj", r," 
tendant unifoniiémeiil vers zéro avec les <limensions de rélénient. 

Nous dirons que \, Y, Z sonl les projections sur les axes coordonnas de 
la furet' appliquée au poi/it (,r, , >-, , z, ') et ra[>portéc à Tunité de masse ; 
pour lixer les idées, on pourra siip[)Oser, par exemple, comme nous le fe- 
rons plus loin, <]ue X, Y, Z si»nt des fondions données de .r, y, z, -r,, y, , 
-,, définies et continues pour tous les points du milieu. 

.\ous délinirous les forces à la surface S, du milieu déformé, en nous 
donnant de même les proji'ctions F,, (i,, II, de la forer appliquée au 
point Çri^y,, z,) de cette surface et rajiporlée à l'unité d'aire, en sorte 
i|ue, la surface S, élanl (lécom|>osée en élénienls, et le passage à la limite 
devant être eiïectuê ultérieurement, ncuis supposons ap])li(piée à chaque 
élément (/t,, au point {.r,,y,, r,)de cet éléiiienl, une force ayant pour 
composantes 

I', '/5,(' -H ï'). 'i,''ï.(i -1- ''), 1I,'/t,(h- D. 
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J^', CS C lendanl uniformément vers zéro avec les dimensions de rélémenl. 

A rinlérieur du milieu déformé, limité par la surface S|, traçons une 
surface 2, circonscrivant, soit seule, soit avec une portion de la surface 84, 
une partie A, du milieu; soit B, ce qui reste du milieu en dehors de la 
partie A|. 

Imaginons que nous enlevions la partie B, du milieu, et que nous lais- 
sions la partie A, soumise aux forces extérieures qui agissaient sur elle. 
L'hypothèse la plus simple que Ton puisse faire, et c'est celle que nous 
ferons dans la suite, consiste à supposer que Ton peut, d'une façon unique, 
et pour toute forme de S,, maintenir la partie A, en équilibre au moyen 
d'une application auxiliaire et continue de forces à sa surface 2, ; cette 
partie A| se trouvera ainsi en équilibre sous l'action de forces de même dé- 
finition que celles qui sont supposées tenir en équilibre le corps entier. Soit 
P^n, la normale menée à i, en un point P| de cette surface, vers l'exté- 
rieur du domaine A, ; nous supposerons aussi (*) que les projections 

/^/l,»-,» /^/l|J,« /'«iSt» 

sur les axes coordonnés, de la force auxiliaire appliquée au point (a?,, y,, Zt) 
de 2| et rapportée à l'unité d'aire restent les mêmes lorsqu'on considère, 
au lieu de S^, une autre surface qui lui est tangente au point (^,,/,, z^)\ 
nous dirons alors que ces trois projections sont les composantes de 
l'effort (^)^par unité d'aire, au point P^ {x^ , y^ , z^) sur Vêlement plan 
dont la normale est P^/i, : la signification précise de cette définition est 
donnée par les indications qui la précèdent. 

Par des raisonnements classiques et qu'il est inutile que nous reprenions, 
on trouve, en adoptant, comme nous avons commencé à le faire plus haut, 
la notation de Coriolis, les relations suivantes. On a d'abord, en désignant 
par /,, m,, n, les cosinus directeurs de la direction P, n^ , les formules 

Pn,z, — iiPj,z, -i- fn.py^,^ -h thp,^,^, 



(*) Consulter H. Poincaré, Leçons sur la Théorie de l'Élasticité, § 38, p. 71-72. 

(*) Le mot effort répond à l'expression anglaise stress, introduite très heureusement par 
Rankine dans la théorie de l'élasticité, et il est substitué aujourd'hui d'une manière presque 
générale aux dénominations de pression, tension, traction, force élastique. ..., employée? 
autrefois par les mathématiciens et les ingénieurs. 
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OÙ les premiers membres doivent être remplacés par F,, G,, H, à la sur- 
face du corps. 
On a ensuite 



àpr.r, , àpy^r, . <)p,,., 



(24) 



J.r, dy'i Ozi 

Op,,y, . ^/V.v. . ^/>..v. 



àiTi àvi Ozi 



dj-i 



^v. 



(^-i 



hp,\T=o, 



-+- p, Y = o, 



-h p, Z =: O, 



(25) 1 /?,,,.. =/>^,,., 



Si Ton emploie la notation de Lamé, on introduira les six auxiliaires N/, 
T/ définies par les formules 

Rappelons aussi que M. Pearson a proposé récemment (* ) une simplifica- 
tion commode de la notation de Coriolis; elle consiste à adopter la notation 
ombrale de M. Sylvester et à écrire 



Pj,r, —JC^,r 



i« 



/^.v. =/^v.r. = .>r,v,— v,.r,, 



15. Transformation des équations du numéro précédent. 

Les équations qui précèdent sont relatives au cas où les variables indé- 
pendantes adoptées sont x^^ y,, z^ ; mais il est essentiel, au point de vue 
des applications, d'écrire aussi ces équations en adoptant pour variables x, 
^^, j, c'est-à-dire les coordonnées du point du corps non déformé qui est 
venu en (.r,,/,, :;,). 

Cette transformation, qui est entièrement analogue à celle par laquelle 
on passe, en Hydrodynamique, des équations d'Euler aux équations de 
Lagrangey a été commencée par Kirchlioff dans le Mémoire que nous 
avons déjà cité au n^ 2, et d'après les indications données par Barré de 
Saint-Venant dans la Note également citée au n^ 2. 



(') I. ToDiiUNTER et K. Pearson, A Uistory of the Theory of Elasticiiy and of the 
Strength of Materials, vol. I, p. 3*22. On trouvera, à la page que nous venons de citer de 
col Ouvrage, un Tableau comparatif des différentes notations employées par les principaux 
auteurs dans la théorie de l'Élasticité. 
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Les résultats de KirchhofT demandent à être légèrement modifiés pour 
être adaptés au cas général ; nous allons reprendre la question et parvenir 
à des équations qui ont été données par M. Brillouin (*), en 1891, sous la 
forme que Ton trouvera ci-après dans le texte, et dont nous déduirons celles 
données par M. Boussinesq (^) en 18G9. 

Il nous suffit évidemment de raisonner, par exemple, sur le corps entier 
et de supposer que les équations (23) se rapportent à la surface du corps 
et que leurs premiers membres sont égaux à F,, G,, II,. 

Les équations (28), (24), en adoptant la notation de Lamé, peuvent 
alors être remplacées par la suivante 

-r r| (F,— /,Ni~/7i,Tj— /iiT,)3u£/c7, 
-^ ff (('i- iiT,-- m,^,- n,T,)ôydr7, 

où les variations Su, Sv, Sw sont supposées arbitraires. 

Par des transformations faciles, la relation que nous venons d'écrire 
devient la suivante 

(26) C C fp,{Xdu-hYS\-hZdv,)djCiciyidzi-^- f C(F^di\-hGidy-+-U^d\s,')d(ji 

r^ fdSu dow\ », /àôy dôuV] , , , 



(•) M. Brillouin, Déformations homogènes finies. Énergie d'un corps isotrope 
(Comptes rendus de l^ Académie des Sciences^ t. CXII, p. i5oo-i5o2; 1891). 

(*) J. Boussinesq, Théorie des ondes liquides périodiques^ p. 5i(i {Mémoires pré- 
sentés par divers savants à l'Académie des Sciences, t. XX). 

Fac. de T.- X. I.G 
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dont les rapports avec le principe des vitesses virtuelles sont évidents ; car, 
si nous imposons au corps des liaisons qui le solidifient d'une manière 
invariable, et si Su, Sv, Sw désignent les accroissements de u, v, w, et par 
conséquent de 07^,^1, Z|, dans une modification virtuelle compatible avec 
de telles liaisons, nous devrons avoir l'identité 

(27) dxiddii -{-dy^dèv -h dzidàv/ ^zoy 

ui exprime que la variation du carré de l'élément linéaire rfxj 4- dy^ -f- dz^^ 
du milieu déformé est nulle ; en annulant dans le premier membre de (27) 
les coefficients de dx'^^, dy^^^ . . . , il vient alors 

ôàw ôSv c?ôw 

— =Z O, — — O, — r — = o, 

OjTi dyi âzi 

âd'W âdv' don <)ow ()d\ <)d\\ 

-X h -y— ~ O, — h — — O, h - — — o. 

Cherchons la transformée de la relation (26), lorsqu'on prend o?, y^ z 
pour variables indépendantes. 
La relation 

dx\-^ dy\-\- dz\-j=L {\ h- 2Ê,)r/.r»-h (1 -h ^i^)dy'^ -\- {\ 4- 2£,)é/3* 

-h ly^dydz -^ ly^dzdx -\- ly^dxdy^ 



qui est identique en vertu des relations (4) ou des relations (1), donne par 
la différentiation avec le signe S 

dxidôu -\-dyidà\ -f- dz^dè^w := 6eidx*-\- ds^dy^-h 5£,c/5* 

-+- ôy^dydz 4- oy^dzdx -+- ày^dxdyy 

c'est-à-dire 

(,8) --d.\+^dy\^^d-A^[^ ^ ^j dy.dz, 

= Ô£,^j;*-f- (Î£î^//*4- ÔÊ,^5*-f- dyidydz -h Sy^dzdx ■+- ôy^dxdy. 

Remplaçons dans le premier membre de cette nouvelle identité rfa?,, 
dy^y dZi par leurs valeurs données par les formules (4) du n° 1, et égalons 
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les coefficients de dx^^ dy-^ ... ; il vient 



(29) 



/ 



^^^ ôx^ \ ÔJcJ àvi \Ojc/ dzi \dx) \à}\ dz^ ) Ox Or 

à du à^\ày^( àu\ / âd\ dàu\/ ài^\^ 
ôzi ôxt ) dx\ àx) \àx^ dy^ ) \ ôx f ôv 






àxi \dyj '^ â}\ y "^ dy) ^ ~ôz[ \ùy ) '^ \ày[ "^ dzj\^ àyj ày 



^ Ooii Ou Ou Oov / Ov\0\ Oo\s' Ow / 

' Ox^ Oy Oz oyx\ Oy J Oz Oz^ Oy \ 

Odw Od\\r/ Oy\/ Ow 



Oow Ow ( Ow 



Ov, 



-1/ L\ àyj\ Oz) Oz Oy\ 



^ ___ Oou Ou / Ou\ Oôy Ov Ov Oow / Ow\ Ow 

'* Oxi Oz \ Ox J Oyi Oz Ox Oz^ \ Oz J Ox 

Oow 06w\V0v0w O^f —W 

àyi ôzi J \^0z Ox Ox\ Oz J ] ' ' ' ' 

^ __ Ooii'/ Ou\Ou Od\ Oy / 0\\ Oow Ow Ow 

''"" Oxi \ Ox ) Oy Oyi Ox\ Oy J Ozi Ox Oy 






Oàw Ody\ r ^v Ow 
Ovi 0* 



A désignant le déterminant considéré au n^ 6, déterminons six nouvelles 
auxiliaires P,, Pj, P3, U^, U2, U3 au moyen de la relation 

,1 \ A fxT ^^u ^ Oow ^ ààw ,p [Oàw Od\\ 

(3o) AN, -. hNj-t— H-Na-i h r, -j h -r— 

L àx^ Oyi Ozi \ Oy, Oz, ) 

^ (Odu Odw\ ^ (Ods OduW 

= Pia£,4- P,a£,-+- P,ae3-f- U,3y,H- Ujôy,4- U^ay,, 

supposée vérifiée identiquement en vertu de (28) ou des formules (29), 
c'est-à-dire en posant 
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N.= -r 



-!-lL,-T r2l.-r- I-t--r- -r-2l, 1— -7- » 



4 3l) 



^.=ii''.(B)'-''-(-|)'-''-iJV 



\ CM ' ilz liz ox iij \ or * ) 



' Ov \ ôz J '\ liz dx 



2l, 



àx ây S ' 



T» = 






àx \ d^ 



A f ox ôx \ ô\ <fy OZ ôz ' 



"57 'dT-J 



■ Fi <^^ \ / du dw dul -- rdw du 

- l . [ ( ' - ^ ) ( > - ^ i - ;j;j ^. J - U [ ^ ^, - 



d» , r»i] 



du di 



-, du dA 

d» (h- 



p du dv 
"^ 'd? dl 



dx 

I 1 

ôz O ï 



A ' ^ ôx ôx 

.. rdu dv du 
"*" • \ô^ ôz~^ ôz 

'{ ôz ôx ôx ^ ôz j'^ L^"' ^ ' ^^ 7^ ' TtT "^ I / 

I>t^>ii:rj<:»DS ]»ai' p la dfusilé du ujilk'u non df} formé ud poiijl • :? .;i', r i:|iin 
ilz l\"*lèiiionl de sa surfai».» S CM!'l■^•^].l^^J.)(i<aJl a JôJénxTjl /:/r. dt- > ^ puT F, 
Ti , Il los prcjeclions do la lof cr^ aiJijliyué^ uu point « j , . i, . x , ■ ol riipporU^f 
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à runilé d'aire de S, en sorte que, eu égard aux explications données au 
n*" 14, les projections de la force à la surface S^, sur ce qu'est devenu l'élé- 
ment da de S, sont 

?', \'\ \'" tendant uniformément vers zéro avec les dimensions de di. 
La relation (2()) prend alors la forme suivante 

(32) flfp{\ou-hYà\'^ZSv^^)dxdydz^ T Afôu -f- G3v + How)^(7 



= 0, 



- f I r(P,Ô£,-4-P,5Ê,-f-P,d£3-hl]tôyi4-U,ô-/,4-U3(5y3)^xc(x6?^=: 

en supposant que A est partout positif (*) et les intégrations étant 
étendues au corps non déformé. 

Remplaçons dans cette relation £,, £2, . . . par leurs valeurs (3) du n*^ 1 ; 
par des transformations faciles, on trouve que, si l'on pose 



(33) 



A -^ / c^u\ .. ^" ¥T àu 




A T^ ày ,T / ày\ .. ^v 






J5/ 


„ TT / àu\ ^ du -T au 
«- H'^à.)-^ ^*0y -^^'^--' 




n tT ^v „ / ây\ ,, c^v 













n n ày ,, / <^v\ ây 



c.= 



u. 






U, 






'■(-i) 



4-P, 1-4- 



(*) Nous nous bornons ici, comme on le fait d'habitude, au cas où A est partout positif: 
mais, s'il y avait intérêt à supposer le signe de A variable, suivant la région du corps, il n'y 
aurait que des changements faciles à apporter aux développements du texte. Nous n'insis- 
terons pas actuellement sur ce point que Ton doit rapprocher des indications données plus 
loin au n** 27. 
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la relation (32) prend la forme suivante 



-+- 



-t- f f (G - l\y— mBy— nCy) dxda 



ff^"- 



lAz— niBz — nCz)dwd(7^= o, 



l, m^ n étant les cosinus directeurs de la normale au point x, y, :; de la 
surface S du milieu non déformé, menée vers Textérieur. 

Comme cette relation doit avoir lieu quelles que soient les variations eu, 
^v, o\v, on doit avoir pour toutes les valeurs de a;, y, z qui se rapportent 
aux points de l'intérieur du corps non déformé 

/Q/X é à\y àUy âCy ^ 

â\z âB:, dC.^ „ 



ôj: ôy dz 

et pour toutes les valeurs de x^ y, z qui se rapportent aux points de la sur- 
face du corps non déformé 

( 35 ) < G 1= Iky '{' mBy-Jf- n Cy, 

( H=/As -\- niB. -^ nC-. 

Remarquons que les raisonnements précédents s'appliquent immédiate- 
ment à une portion quelconque du corps; on en déduit facilement la signi- 
fication des nouvelles auxiliaires que Ton a introduites. 
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Si Ton considère, par exemple, Aj., A^,, A^, il est clair que ce sont les 
composantes de l'effort qui s'exerce au point (x^Jy^^z^) sur une surface qui, 
avant déformation, avait pour normale au point (xj y, z) la parallèle à 
Taxe Ox des coordonnées ; cet effort est rapporté à l'unité d'aire de la sur- 
face non déformée. 

16. Expressions des nouvelles auxiliaires P,, U,, A^, A^,, A^, . . ., au 
moyen des N/, T/. 

Sans insister davantage sur ces interprétations, et sur celles qu'on pour- 
rait donner des quantités P/, U/, remarquons que les formules (3i) et (33) 
expriment les auxiliaires N/, T,, A^, A^ , A^, ... au moyen des six quantités 
P/, U/. Proposons-nous d'exprimer de même les auxiliaires P,, U,, A^, A_^, 
A^, ... au moyen des six quantités N/, T/. 

Remarquons à cet effet que les formules ( 3 1 ) , eu égard aux relations ( 33 ) , 
entraînent les trois suivantes : 









et six analogues que l'on obtient en remplaçant 



Ax» Kx> Cx» Ni, Tj, Tj, 



respectivement par 



puis par 



Ayf Ky, {.jyj i^^ IN J , Jly 



As» i>s, lis, Ij, 11, ^J. 



On en déduit, en résolvant ces neuf relations par rapport à A^., B^, Cj., . . 
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A.= 



(36) 



Av = 



A= = 



B.= 



( 



B^ = 



lh = 



C,= 



Cv = 



G- = 



v 


(^A 


J>1 




T3 


01 
Ox 


T. 


01 
^Oii 
Ox 


N, 


01 
. Ou 


T3 


-7- 


T. 


(?A 


, Ou 
Oy 


N, 


01 
. Ou 


T, 


, du 
az 


T. 


ô\ 



\0u 
Oz 



T, 


< 
dx 


N, 


O.C 


T. 


ôx 


T3 


ôl 

df 

dy 


N, 


dy 


T, 


d\ 


.dv 
dy 


T, 


as 


N, 


■dy 


T. 


dA 






Ox 

(m 



T, 



N, 



dw' 
ôx 

dA 

dx 



T. ^^ 



N ^^ 
Oy 



T. 



N 



Oz 
01 

Oz 



On a ensuite les quantités P,, U, par la résolution des équations (33). 

Les formules (34) et (35) présentent évidemment la plus grande analogie 
avec les équations (23) et (24); mais les équations (26) n^ont pas ici 
leurs analogues; les relations qui leur correspondent sont les trois sui- 
vantes (') : 



(1) On pourra rapprocher ce résultat et ceux qui le précèdent des indicaCions données 
par M. Poincarc, p. 77 et suiv. de ses Leçons sur la Théorie de V Élasticité. 
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(37) 



H 



ô. ^-^y^Oyr-^ Oz ^- à. '^r^ 




ày "^^('^ 


âz ) '■-'" 


âw . àsv ^ f c^w \ ,^ / du\ , 




dy 


On 

,)z '=• 


^u\ . au j^ du ^ Ov . 

à^J^y^ dy ^y-"- dz ^y ôi ^^'^ 


(- 


■àyr--' 


àv , 
Oz 



auxquelles doivent satisfaire les neuf fonctions A^, B^, C^, A_^., B_^, C^, 
A,, B^, C^ et dont on pourra rapproclier la forme de celle des équa- 
tions (12). 

17. Équations de M. Boussinesq. 

Remplaçons dans les équations (34) les fonctions Aj., B^, C^, ... par 
leurs valeurs (36) et remarquons que Ton a Tidentité (*) 




= o, 



et les deux que Ton en déduit en remplaçant u par v, puis par vv; il vient 
alors Téquation 

âz . Ou 

'^Tz 



d\, 


d\ 


Ox 


à-r 

UJC 




Ox 


ÔJC 




^àT, 


dA 



Oy 


, Ou 
Oy 


ày 


01 

ày 


, ^T, 


àl 



Oz . 0\ 
Oz 

Ox ^Ow ' Oy ^Ow ' Oz ^Ovif ^' * 

0^- -^ 0^' 0-^ 

Ox Oy Oz 

et deux autres analogues qui s'en déduisent par une ou deux permutations 
circulaires effectuées sur Xj y, z'^ u, v, w; X, Y, Z; N,, Nj, N,; T,, Ta, T3. 
Les trois équations auxquelles nous venons de parvenir ne sont autres que 
celles qui ont été données par M. Boussinesq en 1869 (*-*); on pourrait les 
obtenir d'une façon plus rapide en effectuant directement sur les équa- 
tions (24) le changement de variables défini par les formules (i). 



(^) Celte identité est déjà utilisée par C. Neumann dans le Mémoire cité plus loin, au 

n°26. 

(') J. Boussinesq, Théorie des ondes liquides périodiques, p. 5i6 (Mémoires présentés 
par divers savants à l'Académie des Sciences, t. XX). 
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18. Trai'ait virtuel effectué par les forces extérieures appliquées au 
corps. 

En rapprochant ici les deux équations (26) et (82) qui résument soit les 
équations (23), (24), (25) du n" 14, soit les équations (34) et (35) du 
n® 15, nous voyons que les unes et les autres de ces dernières ne font 
qu'exprimer la condition suivante : 

Quels que soient les déplacements virtuels donnés aux différents 
points du milieu déformé supposé en équilibre^ le travail virtuel Sc:^ 
effectué par les forces extérieures appliquées au milieu est donné par la 
j^elation 









qui peut aussi s'écrire 



(39) dG,=: r rr(P,3£,4-P,Ô£,-4-P,Ô£,-4- U,ôy,-hU,3y,-hUady,)</x<//€/5, 



ou encore 



Dans la formule (38), l'intégrale triple est étendue au milieu déformé, 
et dans les formules (89) et (4^)? ^^ milieu non déformé. 

19. Surfaces isostatiques de Lamé. Remarque de M. Boussinesq. 
Recherches de M. Weingarten. 

Les équations (23) montrent qu'en chaque point {x^^y^^z^) d'un milieu 
déformé, il existe trois éléments plans rectangulaires sur lesquels les efforts 
sont normaux, et qui, généralement, jouissent seuls de cette propriété. Si 
Ton considère en tous les points du milieu ces triples cléments, on peut se 
(hîmander s'ils déterminent trois familles de surfaces orthogonales qui joui- 
raient ainsi de la propriété d'être normales aux efforts qui s'exercent sur 
<'llcs. Lamé avait cru pouvoir affirmer, dans le cas général, l'existence de 
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ces familles de surfaces qu'il avait appelèef^ s u7*/accs isostatiques (*); cette 
proposition, qui a conduit l'illustre géomètre à créer les coordonnées curvi- 
lignes (^), est manifestement erronée, ainsi que l'a fait remarquer pour la 
première fois M. Boussinesq ('). 

Pour donner une application de la première forme des équations relatives 
à l'effort à l'intérieur d'un milieu déformé, laquelle nous sera d'ailleurs 
utile dans la suite, nous exposerons la méthode extrêmement élégante 
suivie par M. Weingarten pour établir les conditions d'existence des sur- 
faces isostatiques (*). 

Soient a,, a^, «3, 6,, b^y 63, c,, c^, c^ les cosinus directeurs des efforts 
qui sont normaux respectivement à trois éléments plans rectangulaires en 
un point du milieu. Pour que ces cosinus déterminent en chaque point du 
milieu trois directions qui coïncident avec les tangentes aux lignes d'inter- 
section d'un système triple orthogonal-, il faut et il suffit que l'on ait 

Itti dxx -h ûfi dy^ -+- a, dz^ = H, c^p,, 
bx djci -h bt dy^ -4- b^dziz= Hj dp^ 
c, dxi -h c, dy^ -h d dz^ z= H3 rfp,, 

H,, H2, H3, p,, pa, p3 étant des fonctions de x,,y,, :?,. 

Les conditions d'existence d'un système isostatique s'obtiendront donc 
en exprimant que la substitution (40 entraîne les relations 

(42) dx\-hdy\-\-dz\^\\\dp\-^l\\dp\-^\\\dp\, 

(43 ) N, dlrj 4- N, dy\ -h N3 dz\ -h 2T1 dy^ dz^ -+- 2Tj dz^ dx^ -+- 2T3 dx^ dy^ 
= M, HJ dp] -+- M,Hî dp\ -I- M3H; dpi 

où M,, M2, M3 désignent des fonctions de a;,, y,, :;,. 

M. Weingarten considère alors les six quantités /i,, /i^, /ij, /,, Z^? ^3 délî- 



(*) G. Lamë) Leçons sur les coordonnées curvilignes et leurs diverses applications j 
i5* Leçon, § 148, p. 272 et suiv. 

(*) Lire la dernière ligne de la p. 273 et les deux premières lignes de la p. 274 des Leçons 
sur les coordonnées curvilignes. 

(') J. Boussinesq, Lois géométriques de la distribution des pressions dans un solide 
homogène et ductile soumis à des déformations planes {Comptes rendus de V Académie 
des Sciences, t. LXXÏV, p. 24a; 1872). 

(*) J. Weingarten, Zur Théorie der isostat isch en FUichen (Journal fiXr die reine und 
angewandte Mathematik, t. XG, p. i8-33; 1881). 
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nies par les formules ( * ) 






et il s'appuie sur cette proposition que, m,, /w^, m, désignant certaines 
fonctions de p,, p^, p,, la substitution (4i) doit donner aussi 

n; ^^; -+- n; dy\ -+- n; ^^j -f- 2t; dv, rf;;, -h 2t; dzi dx, -+- 2t; ^, ^y, 

= M,M,UÎ ^pî 4- M,M. H* dp\ -+- M,M,H5 ./pj, 
/l'i dx\-^ n\ dy\-Jf n\ dz\-\- it\ dy^ dz^-^- it\ dz^ dx^-h 2t'^dxidyi 
=. m\ H, ^/p, H, dp^ -\- m\ H, ^ps Hi dpx -+- m\ H, dpx Hj <ipj, 

où la forme (N,, N^, N',, T'^^T^, T'Jrfa;,,^^,, ^^i)^ est la forme adjointe 
(le (N,, \j, \,,T,,T2, TjJ-rfxijrfjKM^^i)*? et où Ton a 



^ro 



Ozi àyt * * "" Oxx dzi * ' dyi dxy 



* ^-a:, dyx âzx 

Les équations (4^), (43) sont, nous l'avons dit, nécessaires et suffisantes 
pourPexistence des surfaces isostatiques. Toutes les conséquences tirées de 
ces équations et des équations (44) représenteront par suite des conditions 
nécessaires pour Texistence de ces surfaces. 

La considération simultanée des formes qui constituent les premiers 
membres de l'équation (43) et des équations (44) conduit immédiatement 



(') Remarquons en passant que les considérations du texte ont leurs analogues dans 
l'étude géométrique faite, au Chapitre I, de la déformation d'un milieu continu et que les 
formes quadratiques qui sont envisagées ici prennent alors une forme très élégante. 
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à annuler les trois quantités suivantes : 

I J,— N,/i, -i-N,/i, -4-Nj/i, -h 2T,/, H- 2T,r, 4- 2X3^3, 

î j,=: N./i; + N,/i; -f- N,/i; -h 2T,/; + 2T,^; -4- 2X3^; 
^^""^ ^ = xN;/i, -h n;/i, h- n>, h- 2t; /, -1- 2t;/, -i- 2t;^„ 

j, = N>; -h n; /i; -4- n; /i; -f- 2 t; f ; -4- 2t; ^; -h 2t; f;. 

Les trois équations 
(46) J,~o, Jj — o, J3=o 

sont, par suite, trois équations qui doivent être remplies pour que les sur- 
faces isostatiques existent. 

On obtient ainsi trois équations aux dérivées partielles du premier ordre, 
auxquelles sont assujetties les six quantités N,, Na, N3, T, , Tj, T,. 

Montrons que ces trois équations sont des conditions suffisantes pour 
l'existence des surfaces isostatiques. 

Posons 

A,z.r(N,-S)(N3-S)-Tî, e.-T,T3-(N,-S)ï„ 
A,= (N3-S)(N,-S)-TÎ, e,-r.T,T,~(N,-^S)T„ 
A,=3(N,-S)(N,-S)-Tî, e3=:T.T,-(N3~S)T3, 

S étant une arbitraire. Soit A^ le résultat de la substitution de M/ à S dans 
A/^] attribuons la même signification à 0^. La théorie des axes des qua- 
driques montre que chacun des trois groupes de cosinus (a,,a2,a3), 
(h^^ h.2, /^s), (c,, C.2J C3) satisfait à un système correspondant de neuf relations 

^1^1^^ A,, ki(Xi^z.S*j, A, «3^=0*,, 
A',ai:^0,, A-,a,rz=A,, XjajUzOj, 
Ar^a,--0j, Xj3e,=:- 0',, A'^x^^z 1^, 

dans lesquelles les A^ désignent des grandeurs qui ne sont pas nulles. 
Si Ton forme la somme 

[Ovi âzi ÔJCi J lôzi ôx^ dyi J 



e r^^î àS, ^ c)(A,-A.) 1 
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on reconnaît qu'elle est une fonction entière du second degré de S, et un 
calcul facile donne 

Kz=:J3— 2j,S-+-J,S*. 

Soit K/ la valeur que prend K lorsqu'on donne à S la valeur M,. Il ré- 
sulte des neuf relations précédentes qui déterminent les cosinus (a,, a^, a,), 
(&,, 62, b^)j (c,, C2, C3)querona(*) 

1/ V r fàmncxi àmh(Xi\ fàm^cXi dm^oiA fdmncci dm^aAl 

(Anzl, 2, 3), 

et ainsi pour chaque valeur de i 

HP. - wy<k - '-?) -«.(I; - g)]2;»i= J.-.J.M-. j,M,. 

On déduit de là que, si les trois invariants J,, Jj, J, s'annulent, on a les 
trois équations 

qui donnent un autre moyen d'exprimer que les trois directions a,, aj, a, 
coïncident avec les tangentes aux lignes d'intersection des surfaces d'un 
système triple orthogonal. Réciproquement, les équations (47) entraînent 
les équations (4^)? toutes les fois que deux des M/ ne sont pas égaux. 

M. Weingartcn a donné deux représentations symboliques très simples 
des équations (46). La première est la suivante : 



Jl=: 



J,= 



dxx 

â 
dxx 



^1 N,j:, 4-T37, -f- T,5, 



yi Tjj^i-i-Njji^- T,5i 



5, T,j:, -+-T,/, 4- N35, 



X, n>,-4-t;v,-+-t;:;» 



7, t;^,4-n;7,4-t;5, 



Zx Tj^i -i- Tj j't ~+" ^3-^1 



= 0, 



= o, 



(*) Les valeurs i, 2, 3 de l'indice i correspondent respectivement aux leltres a, b, c. 
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J,= 



N, 



T, 



àJCf 
_d_ 

â 



Jx, 



N. 



T, 



_d_ 
àyt 

J_ 



T. 



dz^ 



OZi 



N 



3X: 



âzi 



a-, n; .r, + t; /, + T, c, 



:►•. T>, + N;y,+ T;c, 



t>-.+t',>',+n;-, 



= o, 



en convenant que les produits ;r— a?, a?,, . . . seront remplacés par J S •••? 



dxi 



c^o:, 



(^N, 



c'est-à-dire (n** 14) par -z — , • • •• 

La seconde représentation s'obtient en multipliant chacun des détermi- 
nants précédents par le déterminant, égal en valeur absolue à l'unité, 
formé avec les neuf cosinus a, , a^, a,. On obtient ainsi les résultats suivants 






6, ^ + c, jj j(a, j;, 4- 637, -+- C3 j,) («2^1 -t- 6j/, -h CiZ^) = o, 



b. 



àyx 



(«3^ -+-63— 4-c, — j(a,a:i-h6,/,-+-c,5,)(a,a^,-l- ^i7,4-c,5,) = o. 

20. Équations relatives à V équilibre d'un corps ayant la forme d'un 
cylindre droit avant la déformation. 

Donnons maintenant une application de la seconde forme des équations 
relatives à l'effort à l'intérieur d'un milieu déformé, dont nous aurons aussi 
à employer les résultats plus tard. 

Considérons un corps ayant la forme d'un cylindre droit avant la défor- 
mation, et prenons l'axe des z parallèle aux génératrices du cylindre. 

Supposons qu'aucune force n'agisse sur la surface latérale du cylindre 
dans son état de déformation. 

Multiplions par dxdy les équations (34) et intégrons sur l'aire d'une 
section transversale quelconque du cylindre; nous aurons 



J JVà'a 



ày 
ày 

ôx ' ày 



dA^ d\\r . àC 
ôx 

dky 

ôx 



-y^ j dx dy -h I j p\dx dy =z 

- j j pY dx dy = 
I I pZdxdy zizi 



ôz 



o, 



o, 



-^ -^\dxdy 
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ce qui peut s'écrire 



A/A;, 4- mH^) ds -\- C C^dx dy -+- C fpXdxdy = o, 
l {lky-\- mBjr)<f5 4- / / -T^-dxdy -^ j j pY dxdf = o, 
l{lAz-\-mB^)ds-i- r C—^dxdy-^ C jpZdxdy^o, 

les intégrales curvilignes étant prises le long du contour de la section trans- 
versale. Puisque aucune force n'agit sur la surface latérale du cylindre, où 
Ton a /i = o, ces équations se réduisent d'après (35) à 

Y^ I j Cxdxdy-h j I p\dxdy = o, 
(48) \j:ff(^ydxdy-^JJpYdxdy^o, 

■^ j J Czdxdy -h I J pZdxdy = o, 

Cj., Cj,, C, étant d'après les équations (35) les composantes de l'effort en 
un point de la section transversale sur cette section. 

On peut donner à ces équations une autre forme très utile. Considérons 
un système de trois directions rectangulaires, variant d'une manière 
quelconque avec or, y^ 5, et définies par les cosinus (a, a\ a"), (6, 6', 6"), 
(c, c', c"). Posons 

<X'=za I I pXdxdy -^ a' I 1 pY dx dy -h a'' j 1 pZdx dy^ 
.J = b f fpXdxdy 4- b' r fpYdxdy -+- b" C fpZdxdy, 
^— c C fpXdxdy-hc' f fpYdxdy-hc' r CpZdxdy, 

et 

OZi=:a j f Cx dx dy -}- a' I 1 Cy dx dy -\- a" 1 tCzdxdy, 

;)X.^— b Ç Çc^dxdy 4- b' f fCyrdxdy -4- b" Ç ÇCzdxdy, 

^— c f fCjcdxdy-^ c' f fCydxdy-h c" f fCzdxdy. 
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Introduisons les quantités ^3, 5^3, 7\ définies par les formules bien connues 
de Poisson 

2 de v^ ôa 

et les équations (48) devienduont 

_ 4_ G^3 — ;)ï,,/-3-i-A.. = 0, 

(49) { -^ -*- ^^i/'j- ^/>3 H- ?r = o, 

-r^ -h ^,/?3 — X, <73 4- 2b =0, 

uz 

Des équations (34) nous déduisons de même les équations suivantes, où 
les intégrales s'étendent encore à Taire d'une section transversale du 
cylindre, 

~^ f f P[(^^' ~ Wo)X — {x-hu — Uo)Z]dxdy=:Oj 

(uo, Vq, Wo) étant le déplacement du point où l'axe des z perce la section 
transversale. 

Il est facile de voir, comme précédemment, que ces équations, eu égard 

Fac. de T. — X. 1.8 
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Ri 
I 



Il>< 



: I; 



aux relations (37), peuvent se mettre sous la forme suivante : 



(5o) 



ôz 
dz 



^-<î)73-(m''3^'^î>;+ -c ==o, 



(h '•» 









ç/ 



H- .X, m o, 



en posant 



^ = 






4- V — Vo)Z— (w — ^\)\]dxdy 
— Wo)X — (x-f- u — y\^)7.]dxdY 



X H- U — Uo) Y — (7 -I- V — V„)\]^J-^K, 






V — Vo)C5 — (w — \\\)Cy]dxdy 



— Wo)C^— (^4-u — Uç^)C-]dxdy 



0:-+- u — Uo)Cy— (j-+- V — Vo)Cx]e/xdy, 



et en désignant par x'^, x'^, G' les quantités obtenues en remplaçant dans 
X,, X2, G les cosinus a, a', a"; />, 6', 6"; c, c', c" respectivement par 



\ dz J dz 



rt 



,, dWç, 
dz 






dz 

„dy^o 

dz 



^'''Jlh^Oii-^ 



dy^'A 
dz J 

dz \ 



dVo , r/iin 

dz dz 



duo 



I -4- 



dvp 
dz 
d\o 
dz 



b' 



— c 



dz ' 

dz ' 



On reconnaît dans les équations (49) et(5o) les équations d'équilibre 
des tiges minces données par Clebsch (*), étendues au cas général d'une 
tige droite de section quelconque déformée d'une manière quelconque. 

On établirait de môme les équations d'équilibre des plaques d'épaisseur 
(juelconque qui sont sollicitées par des forces à la surface seulement sur 
leur bord (^); mais nous nous contenterons pour le moment des indications 
précédentes. 



(*) Clebsch, Théorie de l'élasticité des corps solides. Édition de Barré de Saint-Venani, 
p. 4'^4 et suiv. 

f *) Clebsch, Théorie de l'élasticité des corps solides. Édition de Barré de Saint- Venani, 
l>. 656 et suiv. 



>•••» — 
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CHAPITRE m. 

L'ÉNERGIE DE DÉFORiMATION ET LES ÉQUATIONS D'ÉQUILIBRE 

DES CORPS ÉLASTIQUES. 



2 1 . Indication de la marche qui va être suivie y d'après deux Mémoires 
de Lord Kehin. 

Dans le Chapitre précédent, nous avons appliqué les principes de la 
Mécanique des solides invariables à un milieu dont tous les points sont à 
la même température et qui, dans une position déformée, est en équilibre 
sous Faction de certaines forces et en présence de corps extérieurs ayant 
tous la même température que lui. Les hypothèses que nous avons faites 
sur le milieu et sur les forces laissent encore subsister un très grand degré 
de généralité. 

Nous devons, actuellement, nous préoccuper d'introduire la notion de 
corps parfaitement élastique, et d'établir les équations que Ton emploie 
pour étudier l'équilibre d'un tel corps. 

La voie que nous allons suivre a été indiquée, pour la première fois, par 
Lord Kelvin qui, après avoir rattaché, dans le Mémoire classique (*), paru 
en avril i855, la théorie de la déformation infiniment petite des solides 
élastiques de Green aux principes de la Thermodynamique, est revenu 
en i863 sur la même question (^), pour montrer de quelle façon les mêmes 
principes conduisent à poser en équation le problème de la recherche des 
déplacements, de grandeur quelconque, des points d'un corps élastique 
sollicité par des forces données. 

22. Introduction du corps homogène dont les déformations sont 
homogènes ; les deux lois fondamentales de la Thermodynamique. 



(*) W. Thomson, Onthe Thermo-elastic and Thermo-magnetic Properties of Matter, 
Part I. {Quarterly Journal of Mathematics y t. I, p. 57-77.) ^^ Mémoire a été réimprimé 
en 1878 dans le Philosophical Magazine; il est réimprimé également p. 291 et suivantes 
du vol. I des Mathematical and Physical Papers de Lord Kelvin. 

{•) Dans le Mémoire intitulé : General Theory of the Equilihriunx of an Elastic Solid; 
ce Mémoire forme un appendice à un Mémoire publié en i863; il est reproduit dans le 
Treatise on Natural Philosophy et dans les Mathematical and Physical Papers^ vol. III, 
p. 386 et suivantes. 
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Considérons d'abord, avec Lord Kelvin, un corps défini de la façon sui- 
vante : dans un état dit état naturel^ nous le concevons sans déformation 
et homogène ; toutes ses déformations, à partir de Tétat naturel, sont homo- 
gènes et définies par des formules telles que (5); tous ses points ont la 
même température; la position du corps est ainsi définie par les paramètres 
«/^ qui figurent dans les formules (5); le corps reste homogène et son état 
est défini par les six composantes de déformation £,, e.^, £3, Yu Y27 Ys rap- 
portées à l'état naturel, et par la température absolue T, commune à tous 
ses points. Supposons de plus que, lorsque les sept paramètres £,, Ej, £,, 
Ym T2) Y35 ^ restent compris entre des limites déterminées pour chacun 
d'eux, toute modification du corps qui est une suite continue d'états d'équi- 
libre soit une modification réversible (*), et que, pour chacun des états que 
l'on considère, on puisse maintenir le corps dans cet état, au moyen d'un 
système unique de forces extérieures et en présence de corps extérieurs 
tous à la même température que lui; le système de forces est supposé défini, 
lorsqu'on connaît les valeurs des paramètres qui correspondent a l'état con- 
sidéré. 

Supposons qu'on applique à un pareil corps les deux principes de la 
Thermodynamique . 

Le premier de ces principes est celui de Véqukalence de la chaleur et 
du trai^ail; il s'énonce ainsi : 

Soit SQ la quantité de chaleur reçue par le système durant une modifi- 
cation élémentaire quelconque ; si les forces extérieures qui lui sont 
appliquées ont eflTectué un travail Sg^, en même temps que sa force vive 

V a varié, on a la relation 

E ÔQ -h dG,= ôV — -+- d[], 

E étant une constante positive, l'équivalent mécanique de la chaleur, cidU 



(») Nous employons ici Texpression modification réversible, avec le sens que M. Duhem 
a si bien précisé. Consulter en particulier : 

P. DuuEM, Étude sur les travaux thermodynamiques de M. J. Willard Gibbs {Bulletin 
des Sciences mathématiques, t. Xf, T* Partie, p. laa, 169; 1887). — Introduction à la 
Mécanique chimique, Gand, 1893. — Commentaire aux principes de la Thermodyna- 
mique (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4" série, t. VIII, p. 269; t. IX. 
p. 293; t. X, p. 2o3; 189*)). 
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étant la différentielle exacte d'une fonction (' ) U des paramètres, qui défi- 
nissent Vétat du corps; on appelle cette fonction V énergie interne ('^) 
du corps. 

La seconde loi de la Thermodynamique, qu'on appelle le principe de 
Carnot et de Clausius, est ici la suivante : 

Soit T la température absolue qui est commune à tous les points du corps, 
pendant que ce corps subit une modification élémentaire qui absorbe une 
quantité de chaleur SQ, et que sa force vive varie; on a l'inégalité 

(5i) EàQ — à^—- ETdS < o, 

rfS désignant la différentielle exacte d'une fonction S des paramètres qui 
définissent Vétat du système; cette fonction porte le nom à'' entropie. 

Si la modification, au lieu d'être une modification réalisable, est une 
modification réversible, on doit remplacer l'inégalité précédente par la 
relation 

(52) ÔQ — T^S = o. 

Remarquons que, en tenant compte de la première loi de la Thermodyna- 
mique, nous pouvons éliminer SQ et, en introduisant la fonction 

J = U-EST, 

c'est-à-dire le potentiel thermodynamique de M. Duhcm, nous pouvons 
remplacer l'inégalité (5i) par l'une des suivantes : 

rfU-ETr/S-3Ç^,<o, 

(53) ^.f 4- ES (fï - ôC, < o, 

et la relation (52) par l'une des deux suivantes : 

(54) r/U - E1V/S - ocr, = o, 

(55) di-hE^dV^dC^.-o. 



(>) Nous employons ici et dans la suite le moi /onction dans le sens qu'il a dans la 
Théorie des fonctions d'une variable réelle, en sorte que ce mot désigne une fonction uni- 
forme dans tout le domaine que l'on considère. 

(>) Cette définition diffère légèrement de celle de certains auteurs qui emploient le même 

nom pour designer Teipression — • 
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23. Énergie de déformation du corps homogène considéré au numéro 
précédent. 

Il nous est maintenant facile d'établir la condition d*équilibre (') du 
corps que nous envisageons actuellement. 

Le corps étant supposé en équilibre dans un état particulier sous raction 
de forces données, nous examinerons d*abord le cas où sa température peut 
être considérée comme connue. 

Si nous considérons toutes les modifications réversibles du corps à partir 

de son état d'équilibre, il résulte des hypothèses faites que nous devons 

avoir, pour toutes les valeurs possibles des variations des paramètres qui 

fixent Tétat du corps, la relation (55); inversement, cette condition est 

suffisante pour l'équilibre, car il résulte de Tinégalité (53) que, si pour 

toutes les modifications élémentaires du système, pris dans un certain état, 

on a 

rfJ-r-ES^-aç^>o, 

aucune de ces modifications n'est possible, et le système demeure en équi- 
libre dans Fétat considéré. 

Les coefficients qui figurent dans les formules (5) d'une déformation 
homogène sont ce que M. Duhem appelle des variables normales y en 
sorte que, dans le travail élémentaire oç^ des forces extérieures, le coefficient 
de dT est nul. 

Les conditions d'équilibre s'obtiennent donc en adjoignant à 

(56) 5T=-^^ 

les relations obtenues en écrivant que l'on a, pour toutes les variations des 
paramètres, 

OT,'''-^ àF.''^-^ àT,"''-^ ô^^^'-^ W,^'^^^ W,"'^^^" '■ 

Mais la relation (56) peut être considérée comme déterminant la valeur 
d(» S; si nous faisons abstraction de cette relation, nous pouvons dire que la 
condition nécessaire et suffisante de l'équilibre s'obtient en écrivant que la 



(^) Nous entendons ici le mot équilibre au sens employé par M. Duhem dans le Com- 
mentaire aux principes de la Thermodynamique, 
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température T du corps étant égale à la température donnée Tq, o/i a 
pour toute transformation élémentaire à température constante 

Jo désignant la valeur de § pour T = Tq. 

Passons maintenant au cas où l'entropie du corps peut être considérée 
comme ayant une valeur donnée Sq. ' 

Effectuons un changement de variables dans lequel on conserve les para- 
mètres autres que T, lequel est remplacé par S; U deviendra une nouvelle 
fonction que nous désignerons encore par U ; en répétant le raisonnement 
précédent, mais en partant de la relation (54), au lieu de la relation (55), 
on trouve immédiatement que les conditions d'équilibre s'obtiennent en 
adjoignant aux relations 

(57) S = So, 

(58) M^^'^ 
celles que l'on obtient en écrivant que l'on a 

pour toute variation des paramètres. 

Si nous faisons abstraction de (57) et (58), qui déterminent S et ï, on 
voit que la condition nécessaire et suffisante de l'équilibre s'obtient en écri- 
vant que, pour toute transformation élémentaire à entropie constante, on a 

Uo étant la valeur de U pour S = Sq. 

On peut résumer ce qui précède de la façon suivante : 
Au corps homogène considéré au numéro précédent, et dans chacun des 
deux cas qui viennent d'être considérés, on peut associer une fonction W 
des six composantes de déformation £,, £2, £3, y,, ya, Ys ^clle que la condi- 
tion nécessaire et suffisante de l'équilibre dans un état déterminé et sous 
l'action de forces extérieures s'obtienne en écrivant que l'on a, pour toutes 
les variations des paramètres 
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Cette fonction VV diffère suivant le cas que l'on considère; nous lui don- 
nerons, dans tous les cas, le nom d''éne:rgie de déformation du corps con- 
sidéré, 

21. Énergie de déformation en un point d'un corps homogène dé- 
formé d'une manière quelconque. Equilibre en un point. 

Considérons un corps qui, dans Vélat naturel, c'est-à-dire dans l'élal 
d'équilibre à partir duquel nous évaluons la déformation, est homogène; 
supposons que, sous l'action de forces extérieures, il soit en équilibre dans 
une position déformée. 

Les composantes de la déformation ne sont pas constantes dans toute 
l'étendue du corps; mais on peut regarder comme sensiblement homogène 
la déformation subie par une portion suffisamment petite du corps entou- 
rant un point 1* (x, y, ;); à ce <|uc nous avons appelé la déformation au 
point P, nous sommes ainsi conduits à adjoindre la notion â^'éncrgi^ dn 
déformation au point 1*, rapi)ortée à l'unité de volume du corps non dé- 
formé. A l'égard de cette énergie de déformation au point 1*, Fliypothèsc la 
plus simple consiste à admettre qu'elle ne dépend que de la déformation en 
ce point, et que, lorsque le cor|>s est homogène dans son état naturel, elle 
définil, pour toutes les positions de P, et dans les deux cas considérés au 
numéro précédent, une fonction 

formée uniquement avec les six fonctions e,, t.,, Ej, Y^VaiT» associées à la 
déformation subie par le corps. 

Si nous admettons alors, de |)lus, l'existence de l'effort à l'intérieur du 
corps, nous sommes linalement conduits, sans qu'il soit besoin de nouvelles 
explicalions, h parler de Vrquililire au point P, et, en vertu de la for- 
mule ('i;)) du n" 18, à adjoindre, aux é<]uations obtenues au Chapitre pré- 
cédent, les suivantes : 



(59) 



u = ^~, U = — , U = — 



relatives à réijuilibre du cor)»s. 

Les formules (33) permettent de mettre les conditions (Sg) sotis la 
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forme suivante : 



^dn .du , </u 

d -Y- à -^ 0-T- 

ôx ôy oz 

(60) r^^~7^' "^""7^' ^^-" c)v' 

Ox oy oz 

, d-r- d-r- d-p- 

Les formules (3i) et la remarque du n® 16 donnent à leur tour les con- 
ditions sous Tune des formes suivantes, indiquées toutes deux par M. Bous- 
sinesq ( * ) : 

/ _\_\( duVdW /çhiydW làu\}à^ àw d\x ÔW 
I ^^^aLv "^<^^/ àz, "^W/ ^£« "^W-/ ài^ '^'^ày dz dy, 

^ànf du\dW ^/ duXdudWI 
âz \ ôx) ôyt \ àx) ôy âyz J 

dw\dW 



/A X ; rp I ( dv dw dW / dv\ dw âW dv ( 

(^'^ \^^-i\Txji-ôr,-^\:^Ty)Ty'ôr,-^Tzy 



dz ) ôti 



-H.^^n,.-)-.!:^]^ 



yOz ôx dx\ àz)} dyj {^ôx ôy \ * dy/dj:J dyj j 



et 




du\ dW^ du dW 

do^/ , du dv . du 

do: d/ 




(62) ( A I dj? jdw \ dy/ . dw dx; .dw 



(•■^-S) 



dv\ dW dv dW 



d/ de 

( 



dw dW / dw\ dW 

ÔY .Os \ ôz ) ,dv 

d/ de 



où nous n'avons écrit que les valeurs de N,,T,, celles de N^jT^, Na^T., s'en 
déduisant par des changements faciles. 

(*) J. BoussiNESQ, Théorie des ondes liquides périodiques, Noie ÏII, p. 591, 594 (Mé- 
moire déjà cité aux n*** 2, 13 et 17). 

Fac. de T. — X. I.() 
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25. Équations relatives à l'équilibre d'un corps homogène déformé 
d'une manière quelconque. Energie de déformation. 

Les équations (34) et (3j) deviennent, en vertu des formules (6o), les 
suivantes : 

-h pX =o, 



(63) 





-f-pYrzio, 



-H pZ =o; 



t — / — 7 h m — r h n — ^, 

.du . </u .du 

dvC Oy ôz 

^ ,dW dW dW 

(64) ( . dv . dv . dv 

d -j- d-y- d-^- 

do; dy ôz 

„ , dW dW dW 

H = / — 7 h m — r h n — 3—. 

. dw . dw . dw 

d y- d-r- d-T- 

dvC dy d;; 

Si Ton a égard aux formules (3) du n** 1 et si Ton suppose, pour fixer les 
idées, que X, Y,Z, F, G, H sont des fonctions données de x^y^z^x^.y^^ 3,, 
c'est-à-dire de x,y, ;;, u, v, w, les équations (63) sont des équations aux 
dérivées partielles du second ordre, auxquelles doivent satisfaire les fonc- 
tions u, V, w de a:, y, ;:, et les équations (64) sont des conditions à la limite 
pour ces mêmes fonctions. 

Il résulte du n^ 15 que les équations (63) et (64) reviennent à écrire que 
l'on a, pour tous les déplacements virtuels Su, Sv, Sw, 

(65) f l fàW dœdydz — à^c—o, 

SSe désignant la somme des travaux élémentaires virtuels des forces exté- 
rieures appliquées au corps, savoir 

oX= f f fp{\ou-\-Yey -^Zow)dxdydz -h C Hf^u -h Gdv-hnèw)d<7. 
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Nous donnerons à l'expression 



f f fwcixdydz, 



le nom d'énergie de déformation du corps considéré. 

C'est ici le lieu de faire remarquer les modifications que pourrait rece- 
voir l'exposition précédente, si Ton reprenait dans le cas actuel les déve- 
loppements donnés par M. Duhem à Tégard du potentiel thermodynamique 
d'un corps continu, en observant que l'une des hypothèses faites revient à 
dire que l'état du corps ne dépend pas de la position mutuelle de ses parties. 
Mais nous nous contenterons actuellement des développements précédents, 
quelque incomplets qu'ils soient. 

26. Remarque relatii^e à un paradoxe signalé par M, Poincaré^ ainsi 
qu'à des Mémoires de Kirchhoffy de C. Neumann et de M. Gustave 
Cellérier, 

Considérons un milieu continu, déformé et en équilibre sous l'action de 
forces extérieures, telles que celles considérées au n^ 14 et pour lesquelles 
nous conserverons les mêmes notations; supposons que, pour toute po- 
sition d'équilibre de ce corps, on ait pour tous les déplacements virtuels Su, 
6v, ow, 

( 6G) f f Ço<b cix dy dz — o(?, — o, 

4> désignant une fonction donnée des neuf dérivées partielles de u, v, w par 
rapport à x^y^ z et ôG^ ayant la même signification que dans la relation (05). 

Ainsi que l'ont remarqué Kirchhoflr(*) et Neumann (^), qui ont consi- 
déré en passant cette question, ceci revient à dire que l'on doit avoir, pour 
une position d'équilibre, les relations (63) et (64), dans lesquelles on rem- 
placera la lettre W par la lettre $. 

Supposons, de plus, que l'on admette l'existence de l'eflTort à l'intérieur 
du milieu considéré, et que la relation (66) s'applique à une portion quel- 
conque du milieu; dans ces conditions, on devra avoir les relations (6o), 
où la lettre W doit être remplacée par la lettre $. 

Mais, ainsi que nous l'avons dit au n° 16, les neuf expressions A^;, B^., 



(') loir le Mémoire déjà cité au n" 2. 

(*) G. Neumann, Zur Théorie der Elasticitàt {Journal fur die reine und angewandte 
Mathematik, t. LVII, p. 281; 1860). 
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C,, ... ne peuvent pas être prises arbitrairement et doivent vérifier les 
relations (Sj). Il en résulte que la fonction $ doit vérifier un système de 
trois équations aux dérivées partielles qui s'obtient en remplaçant, dans 
(87), A^, Bjr, Cjr, . . . par leurs expressions au moyen de $. L'intégrale gé- 
nérale de ce système d'équations aux dérivées partielles est, ainsi que Ta 
remarqué M. G. Cellérier ('), formée par une fonction arbitraire des six 
expressions £,, e^, £3, y,, y..», 73 définies par les formules (3) du n® 1 ; c'est 
du reste un résultat qui est tKident aprion\ si Ton remarque l'identité des 
deux expressions qui figurent sous les signes d'intégration dans les for- 
mules (39) et (4o) du n** 18. 

Ainsi, pour que l'équation (66) soit compatible avec l'existence de 
V effort à V intérieur du milieu considère', il faut que $ soit une fonction 
de El, £i, £3, Y,, Y2« Va? ^'f l'^^ retombe sur le cas envisagé au numéro 
précédent. 

Les indications précédentes doivent être jointes à celles que M. Poincaré 
donne à propos du paradoxe signalé à la page 77 de ses Leçons sur la 
Théorie de l'Elasticité ; elles en forment, il nous semble, un complément 
utile. Lorsque nous nous occuperons plus loin de la déformation infiniment 
petite, elles présenteront un certain intérêt. 

27. Retour au corps homogène considéré aux n^ 22 et 23. Cas où Sg^ 
est différentielle exacte; stabilité de l'équilibre de ce corps. Équilibre 
de bifurcation et équilibre limite de M. Poincaré. 

En raison du lien qui existe entre Y équilibre en un point considéré au 
n"* 24 et Féquilibre du corps homogène considéré aux n®* 22 et 23, nous al- 
lons revenir un instant sur ce dernier. -Nous définirons sa position au moyen 
des trois paramètres «n,? ^20? ^30 ^tii figurent dans les équations (5), au 
moyen des auxiliaires X, [jl, v du n° 6, et au moyen des six composantes de 
la déformation £,, £0, £3, y,, y^» Va- 

Plaçons-nous dans le cas où c^^ ^st la différentielle exacte d'une fonction 
que nous désignerons par (B^; l'équilibre aura lieu lorsque toutes les déri- 
vées de la fonction 

seront nulles. 



( • ; G. Cellérier, 5^/- les principes généraux de la Thermodynamique et leur appli- 
cation aux corps élastiques, j). 87 {Bulletin de la Société mathématique de France, 
t. XXl, p. 2G-rM 1893). 
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Si cette fonction renferme, d'une façon distincte, les difTérents para- 
mètres dont dépend la position du corps, et si elle est minimum l'équilibre 
sera stable, ainsi que l'a remarqué M. Duhem (*). 

Si les différents paramètres dont dépend la position du corps ne figurent 
pas tous dans W — G^j ^^ aura à répéter ici la remarque faite par 
M. Appell (^); supposons, par exemple, que dans l'étal naturel du corps 
considéré, c'est-à-dire dans l'état libre de toute déformation, les forces 
extérieures soient nulles ; la fonction W — c<. se réduit à W ; si W est mi- 
nimum pour l'état naturel, on ne peut pas affirmer que l'équilibre corres- 
pondant est stable; mais il est stable si Von n!a égard qu'à la déforma- 
tion subie par le corps. 

Supposons maintenant que l'on fasse varier d'une façon continue les 
forces qui agissent sur le corps, et que ces forces dépendent, par exemple, 
d'un paramètre y^ supposons que, pour toutes les valeurs de y, la fonc- 
tion (Pc existe ; nous nous trouverons dans des conditions identiques à celles 
envisagées par M. Poincaré, au début de son beau Mémoire Sur Véqui- 
libre d'une masse fluide animée d'un mouvement de rotation (Acta 
Mathematica, t. VII, p. 239-380; i885), et nous sommes conduits à 
introduire, dans le cas actuel, les notions d'équilibre de bifurcation, 
àH équilibre limite et de M échange des stabilités. 

A ces notions on doit, au point de vue de la question que nous envisa- 
geons, en adjoindre d'autres, parmi lesquelles la suivante : pour certaines 
valeurs réelles du paramètre y, les équations de l'équilibre pourront 
admettre un système de solutions infinies, et l'on conçoit qu'il puisse arriver 
que l'une de ces valeurs de y corresponde à la série linéaire de formes 
d'équilibre qui a pour point de départ l'état naturel donné. En d'autres 
termes, les valeurs remarquables de y^ à l'égard de cette série linéaire de 
formes d'équilibre, doivent être choisies parmi tous les points critiques des 
fonctions àQ y définies par le système des équations d'équilibre. 

Nous n'insisterons pas davantage sur les questions que nous venons de 
signaler et qui ont leurs correspondantes bien évidentes dans l'étude des 



(*) DuiiEM, Commentaire aux principes de la Thermodynamique y V Partie, p. 'î64 
(Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4' série, t. X ; 1894). — Sur la stabi- 
lité de Véquilibre des corps flottants, p. io3, el suiv. (Journal de Mathématiques pures 
et appliquées, 5* série, t. I ; 1895). 

(') P. Appell, Traité de Mécanique rationnelle, t. II, p. 353. 
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équations aux dérUées partielles (03) e/ (64); nous espérons y revenir 
dans un prochain travail et préciser les indications auxquelles nous nous 
bornons pour le moment. 

28. Du choix de l'état naturel. 

Etant donne un corps élastique, nous avons admis Texistence d'un état 
naturely c'est-à-dire d'un état considéré comme libre de toute déforma- 
tion, dans lequel le corps est homogène, et tel que, pour toute déformation, 
Téncrgic de déformation relative à un point P du corps définit, lorsque P 
varie, une fonction formée uniquement avec les six expressions £,, £j, £,, 

^/ ^/ V 

On remarquera que nous admettons, dans Tétat naturel, une sorte d'ho- 
mogénéité par rapport aux axes coordonnés, et que, après une déformation 
({uelconque, cette sorte d'homogénéité n'existe plus par rapport aux 
mêmes axes, mais subsiste, en quelque sorte, par rapport aux trois familles 
de surfaces dans lesquelles se sont transformées les trois familles orthogo- 
nales de plans du système primitif de coordonnées. 

Nous ne développerons pas actuellement cette indication qui nous con- 
duirait à une extension évidente de notre façon de définir la déformation, 
et nous nous bornerons aux remarques suivantes. 

L'état naturel le plus simple que Ton puisse concevoir est celui dans 
lequel les efforts et les forces extérieures seraient nuls ; si nous admettons 
son existence, il résulte des relations (09) que les six dérivées partielles du 
premier ordre de W, par rapport à £,, £2, £3, Yi, Ya, Ys? doivent s'annuler 
[)()ur des valeurs nulles de ces lettres. Si la fonction W est, comme nous le 
supposerons dans la suite, développable suivant les puissances entières po- 
sitives de £,, £2, £3, Yn Y21 Y3? ^^ ^\XT?i donc 

(G7) \V:zz\V,-hW,-f-..., 

W^ désignant un polynôme homogène du second degré, W3 un polynôme 
homogène du troisième degré, . . ., et le terme constant étant supposé égal 
à zéro, comme cela est permis. 

Si Ton veut que, pour l'état naturel, l'équilibre en un point soit stable, 
au point de vue de la déformation (n" 27), il suffit que W soit positif 
pour toutes les valeurs infiniment petites des six composantes de la défor- 
mation, et cette condition s'exprime immédiatement à la façon habituelle 
iiu moyen de la forme quadratique Wj. 
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On peut aussi, avec M. Poincaré, ne pas faire Thypothèsc précédente sur 
l'état naturel ; si l'on suppose W développable suivant les puissances entières 
positives de £,, e^, £.,, Yn Ta? T»' ^^ ^^*'^ alors le développement suivant : 

(68) W = W, 4- W, 4- Wj-h . . . 

qui renferme, en plus que le développement (67), le terme W, linéaire par 
rapport à £,, e,, £3, y,, y^^s- 

Les coefficients de W^ et de W2 sont les coejjficients d'élasticité ; ils sont 
généralement au nombre de vingt-sept ; dans riiypothèse de Tétat naturel 
considéré en premier lieu, ils seront généralement au nombre de vingt et un. 

29. Isotropie. Hétérotropie. 

Un corps homogène est isotrope lorsqu'en un point quelconque il est 
impossible de distinguer par une propriété physique quelconque une direc- 
tion d'une autre. Dans le cas contraire, on dit qu'il est hétérotrope. 

Nous voyons donc que, dans un corps homogène isotrope, la fonction W 
doit être simplement une fonction des racines de l'équation (i4) du n** 6, 
ou encore une fonction des trois invariants du n** 7, savoir : 

e, -h £,-+-£„ 
TÎ -+- yî -+- y? — 4(£î£3 -^ £3£i -H- eiSî ), 

4£|£îe3-H yiyr/3— £iyî — £jyî — £3yJ. 

Les termes W, et Wj contiennent donc respectivement une et deux con- 
stantes seulement, et l'on peut écrire 

(69) W, =— 2v(£,-4- £,4- £j), 

(70) 2\V, — (X-f-2fx)(£,H-£,-f-£3)-4-fx(y;-hy; -h'/î — 4£ie3— 423£i — 4£|£î), 

X, (JL, V désignant trois constantes et la notation adoptée étant celle de Lamé 
et de M. H. Poincaré. 

Si l'on se place dans le cas de l'équilibre naturel considéré au commence- 
ment du numéro précédent, on a v = o et, pour cet état naturel, on est 
assuré que l'équilibre en un point est stable lorsque les quantités ui et 
3X 4- 2(JL sont positives. 

Nous n'examinerons pas ici les difierentes réductions qui se produisent 
dans le nombre des coefficients d'élasticité suivant la nature de l'hétéro- 
tropie du corps. 
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30. Équations relatives à la déformation infiniment petite. 

Supposons, pour fixer les idées, que dans les équations (03) et (64) du 
\Y^ 25, X, Y, Z, F, G, H soient des fonctions données de x, y y Zj X|,^i, -:?,, 
c'est-à-dire de x, y, s, u, v, w, et désignons [)ar a;, i^, i, J, ç, ^ ce que 
deviennent ces fonctions, supposées continues, lorsqu'on y remplace a;,, 
y^y z^ par x, y^ z^ c'est-à-dire u, v, w tous trois par zéro. 

Dans Fétat naturel, les fonctions X, Y, Z sont nulles, d'après les équa- 
tions (03), et les fonctions F, G, H se réduisent à des fonctions F©, G©, H^ 
qui sont nulles, si Ton adopte la première définition de l'état naturel donnée 
au n^ 28. 

Ecrivons alors les fonctions X, Y, Z, F, G, H sous la forme suivante : 

F = Fo-+- ^F , G = Go-h /G', H = Ho-h /H', 
/ désignant une constante et X', Y', Z', F', G', H' des fonctions de x^y^ j, 

ÏI, V, w. 

Les fonctions u, v, w dont nous admettons l'existence et qui vérifient les 
é(juations (03), (0 f) seront des fonctions de x, y, z et de / ; ces fonctions 
devront s'annuler pour / = o. Supposons qu'on se propose de les déve- 
lopper suivant les puissances entières positives de / (*), en écrivant, avec 
la notation du n** 8, 

Wzziu -\- //, -h //, 4-. . ., 

vrz 1' -h c, -+- r, -h. . ., 

w =: H^ -h il'i 4- iï'i -+-.... 

En admettant que ces développements soient possibles, soient absolu- 
ment et uniformément convergents par rapport à x, y^ z, et que X, Y, Z, 
F, G, II puissent se développer suivant les puissances de u, v, w en séries 
absolument et uniformément convergentes, il est facile d'écrire la suite 
d'équations auxquelles on est conduit dans l'hypothèse où W est aussi déve- 
loppable suivant les puissances entières et positives de £,, e^, e.,, y,, y^? Va* 



C') On remarquera l'analogie des indications actuelles et de celles que Ton trouve p. 2 et 
>uiv. du t. IV des Leçons sur la Théorie générale des surfaces^ de M. Darboux, ainsi 
que p. 63 et suiv. du Mémoire de M. Foincaré, Sur les équations de la Physique mathé- 
ma tique (/iendiconti dcl Circolo matematico di PalermOf t. Vllf ; 1894). 
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Le développement de W, suivant les puissances de /, est 

H- ï Wl ( ^xxy ^yy, lï--, 2 11^.-, 2 II,a;, 2 U^.^. ) -f- W, ( C, , ^j, ^3, A', , gu g:i ) 

en posant, avec M. Poincaré (*), 



■!•••» 



n 



du du ôi' di' O^v On' 



->>. ) 



et en désignant par <?,, e^, ^'3, fj:^^ g.;^^ g^ les dilatations linéaires et les 
glissements relatifs à la déformation infiniment petite définis par les for- 
mules (18) du n^ 9. 

Si nous avons égard uniquement au terme indépendant de / et à la pre- 
mière puissance de /, et si nous posons 

-\- -j w,(n^^, n^^., IT.3, 2ii^.-, 211-.^, 211^,,) -^- WsCe,, c'j, ^3, ^',, ^"3, ^3), 

nous obtenons les équations (^) 



(70 



(72) 







V Ou 

ô -.- 



m 



. Ou 
o -, - 



n — r-, 
. au 

uz 



{1 



l — - — h m 



5 



==/ 



(J.V 







<)iV 



m 



Ox 



-7- 

(Jy 



n 






n — - > 



o. 



o, 



: ^O. 



(') H. PoiNCARK, Leçons sur la Théorie de rÉlaslicité, p. 4^- 

(2) Comparer H. Poincark, Leçons sur la Théorie de V Élasticité, p. 47» 53, 58. 

Fac. de T. ^X. I.IO 
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(jue Ton peut encore écrire 



(73) 




4- p A- = o, 



-f-p.J=o, 



H- p 5t — o, 



f J* — r = * — 5 h tu — 5 h n — -— , 

^au . ou . au 

ùx dy dz 

(74) \ sOv^ ^c[^ ^^ 

dx dy ôz 

i — Ho = / — >- -{- m — h n — r- , 

dx dy ôz 

en posant 

Nous retrouvons, on le voit, les équations données par M. Poincaré dans 
ses Leçons sur la Théorie de V Elasticité, et, d'après ce que nous avons 
dit au n** 26, nous pouvons résumer les équations (71) et (72) dans la sui- 
vante 

r Ç A W ctx dy dz— Ç Ç fp ( -V oa -h -T o*' -^ ^ 5»»' ) (i^ dy dz 
\ 7*^ ) { 

— / I {'ion -h (Jov -{- ^ôiv)d(j — o, 

qui doit avoir lieu pour tous les déplacements virtuels Sw, or, okv, 

31. Cas où dans l'état naturel les efforts et les forces extérieures 
sont nuls. Théorème de Kirchhojf. 

Considérons, en particulier, le cas où Tétat naturel est celui considéré 
on premier lieu au n'' 28. 

Les N/, T/, ainsi que les P/, U, s'annulent avec /; les termes Oi:,/, (?:/ des 
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développements de \/, T, qui reiifernienl / en facteur à la première puis- 
sance sont éjjaux aux termes analogues a\, i)/ dans les fonctions corres- 
pondantes P/, L ,, et Ton a 

•^^i ~ ^ I ~ j- y c , — l), — , 



CG) ' X,r^<r,=:^?^Li^, (.. = V),^^^*^""-^ 



Oe, ' '- ô^r^ 



» 



0.,, = a, - — ^^^ - > ^3 - 1\ - —ôjr-r ' 

eu désignant par NVo(^/, fd) la forme quadrati(pie W2(e, , ^\,, r'3, «^^ , ^'•o, ^'^:,) 
obtenue en remplaçant dans la forme quadralicpie W^, qui figure dans 
l'équation (G7) du n" 28, les lettres e^, £0, £3, y,, y^» Ys P'^'' '^^ lettres (\, 

Les é(juations (71) deviennent 

.---4- ^ H- V +p-^--o, 
c/.r dK c/J '^ 

a^v uy ôz 

et les équations à la limite (72), 

1.7 =: /.)b, 4- //î Çj 4- /icr^. 

Ces équations peuvent se résumer dans la suivante 

f I Ço\\\{ei,gi)(Lr(lydz— Ç Ç Ç-^{\^ou -^IJ ov ^%o^v)(lx dv clz 



— Il (-'' 5" -H () ^t' -^ /i 0»'') ff'^ ~~ ^> 



qui doit avoir lieu pour tous les déplacements virtuels S//, or, okv. 

Lorsque Téquilibre en un point est stable et que la forme (juadrali(ju<' 
^^2(^/5 cT/) ^st définie positive, on peut démontrer avec KirchliolV que, si 
les équations (77) et (78) admettent deux solutions différentes, les dilata- 
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lions linéaires et les glissements sont les mêmes dans ces deux solutions. 
C^eci revient à dire en effet que, si dans les équations (77), (78) les fonc- 
tions -V-, JT, i, ri, (j, /; sont nulles, les dilatations linéaires et les glisse- 
ments seront nuls pour toute solution. Or, si \:, 5, t- sont nulles, les 
équations (77) entraînonl la relation suivante 

(|ui, en vertu des relations (78), où les premiers membres sont supposés 
nuls, donne 

('%*st-à-din,» 

r r /" 

Wj (t'z, /-, ) dx dy dz — o. 



fff' 



La forme \V\, étant définie positive, les six expressions f?,, f?2, r*,, ^'^j, ^'•^,, 
^'•., doivent donc être nulles. 

.*J2. Equations rrlalf\y*s à la dèfornialion infiniment petite, lorsque 
le corps est isotrope. 

Si le corps est isotrope, il suffit d'adopter pour W , et W^ les expressions 
données par les formules ((ig) et (70); il vient alors 

2W'=: — .»v(r, H-ej -h ea) —1J{\\jcx + ^yy^^zz) H" ( >• "H 0.lX.)(e^ -h 6', -h ^3 )* 

résultat identique à celui de M. Poincaré (*), savoir 
où Ton pos(* 

ir^ _i_ fr* _4_ fr' 



H' z= ^^J -H cî -h cj -4- ^ ^ ^ ^^ ^ - ^ ^i , 



(') II. PoiNCARK, Leçons sur la Théorie de l' Élasticité, p. jô et suiv. 
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el OÙ Ton désijj^nc par 6 la dilatation cubique 

(79) — e^-¥ei-\-e^, 

Si les clïbrts et les forces extérieures sont nuls dans l'état d'équilibre 
naturel, on a 

W\{ei,gi) — (■--^^\ (e, -h Ci -¥ e.,Y -+- ^ {g\ 4- g\ -\- g\ — A e.e^ — !\e.,e, - 4e, e^), 

.)t,,— X(}-h iiiCi, ^.i = ixgi, 
c'est-à-dire 



. .^c> ^, ^.. . du ^ /âiv ()v\ 



\dx' df ôz 
Ou dv dsv\ âv ^ [Ou d\v\ 



) 



. (du dv d\v\ âv ^ (du »,.» x 

Les équations relatives à l'équilibre intérieur sont, par suite, 

(^ "J" i^) 1 ^ H^^" ■+" P"^" — ^^ 

(8o) / (X4.^)_ 4-^Ar 4-pJ:=zo, 



âz 



et les équations à la surface 



''"^^^Kôi^Tx) ^"'^Kd^^ji) +"('^'''^; 
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CHAPITRE IV. 



LKS ÉQUATIONS DE LA THÉORIE DE L'ÉLASTICITÉ 
EN COORDONNÉES CURVILIGNES. 



I. — Notions si:ii les coordonnées curvilignes. 

33. Déplacrmenls à trois variables indépendantes ; étude des rota- 
tions. 

M. Darboux, dans ses Leçons sur la Théorie générale des surfaces y a 
fait une élude complète des systèmes mobiles dont les différentes positions 
dépendent de deux paramètres distincts, et a indiqué (') que les résultats 
de celte étude pouvaient s'étendre sans difficulté au cas où les déplacements 
des systèmes considérés dépendent de trois paramètres. Nous allons donner 
sommairement les résultats que Ton obtient par cette extension, dans l'ex- 
position suivante, qui est calquée sur celle que M. Darboux a consacrée 
aux déplacements à deux paramètres. 

Pour étudier d'abord les propriétés des rotations, nous commencerons 
par supposer que le système mobile a un point fixe qui sera Torigine à la 
fois des axes fixes et des axes mobiles. Alors les neuf cosinus qui déterminent 
la position des axes mobiles sont des fonctions de trois variables indépen- 
dantes p,, p^, P3. A partir de chacune de ses positions, le système mobile 
peut prendre une infinité de mouvements qui correspondent aux différents 
systèmes de deux relations que Ton peut établir entre p,, p^, p,. Nous 
introduirons trois systèmes différents de rotations. Les unes, que nous dési- 
gnerons par /?,, y,, /'i, se rapportent au déplacement dans lequel p, varie 
seule. Klles donnent naissance au système 

(jui devra admettre, comme solutions particulières, les trois cosinus de 
chacjue groupe. Les secondes, que nous désignerons par /?2, y^, r^, sont 
relatives au cas où pa varie seule. Klles donnent également naissance au 



( ') G. Darboux, Leçons sur la Théorie générale des surf aces, t. I, p. 67. 
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système 

tout semblable au premier. Enfin, les dernières /?3, q^y r^ sont relatives au 
cas où P3 varie seule, et donnent naissance au système 

Il résulte immédiatement de là que si Ton considère un déplacement du 
système dans lequel p,, pa, p, sont des fonctions données de /, on aura 

P, Q, R ayant les valeurs 

* -^''lû^P'lû'^P'irr ^-'^''dl^'^'Tt'^'^'-di' ^^~''-dï'^''~dl-^''-Ti' 

et, par conséquent, ces trois quantités P, Q, U seront les rotations rela- 
tives au mouvement considéré. Les projections sur les axes mobiles du 
chemin ou de Tare infiniment petit décrit, dans ce mouvement, par un 
point dont les coordonnées relatives à ces axes seraient x^y^ j, auront pour 
valeurs 

dx -^-iqxdpx-^qtdpt-^- q2dp^)z — (r, (fp, -hr,^/pî-l- r^d^^)y, 
<y H- ( f'\ dpi -+- /*, dpi 4- /'s dp^).v — {pi dpx -h Pi dpi -+- />3 dp^)z, 
dz -\-{pidpi -hptdpi-hpzdpi)y — (71 ^p, H-72<^pi-+- ^j^ps)-^'. 

Égalons les deux valeurs de -^ — j- que Ton peut obtenir en différentiant 

les deux premières équations des systèmes (82) et (83). Nous aurons, 
après avoir remplacé les dérivées de p, y P^^r leurs valeurs tirées de ces 
deux systèmes, 

a/àrx àrn \ (ôqx âq^ 

Comme cette relation doit avoir lieu quand on remplace 3, y soit par />, f , 
soit par &', c', soit par &", c", en désignant par a, «', a"; A, //, b"'^ r, r/j c" 
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les cosinus directeurs des axes mobiles par rapport aux axes fixes, il faudra 
que les coefficients de ^ et de y soient nuls séparément. Nous avons ainsi 

deux équations. En égalant de même les deux valeurs de -z — Ç-, -5 — f- ? 
* ^ opt opt api api 

déduites des systèmes (82) et (83), on obtiendra une seule équation nou- 
velle, et l'on sera conduit au système 



/ Opi à Pi 



(83) { — -^-,,p,-p,,„ 

aucjuel s'ajoutent évidemment les deux autres systèmes 

/ ôpt âpi 
àps dpt 

(80) / _ ^ - r^p,-p,r,, 

Opi Opi 

/ON ' <^73 OfJ\ 

(87) ^,^-^=.r,;,. -;,,,,. 

Les tbéorèmes généraux relatifs aux équations aux dérivées partielles 
montrent que, réciproquement, toutes les fois que Ton connaîtra neuf 
(juantités /?,, y,, r,, /?jj, q^i ''27 />35 î/s? ''3 satisfaisant aux équations (85), 
(86), (87), il existera un mouvement dans lequel ces neuf quantités seront 
les rotations. On voit d'ailleurs, comme dans le cas d'une seule variable 
ou de deux variables (' ), que toutes les solutions des équations (82), (83), 
(8^1) que l'on peut obtenir se déduisent de l'une d'elles par un simple chan- 
gement (le coordonnées. On a toujours le même déplacement, mais il est 
rapporté à des axes différents. 



( ') G. Dauboux, Leçons sur la Tlicurie gcncraîe des sur/aces, l. I, p. 7, 5*2. 
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Pour intégrer les systèmes (82), (83), (84), comme on ne doit consi- 
dérer, dans la question qui nous occupe, que les solutions pour lesquelles 
on a 

on pourra exprimer a, p, y en fonction des variables X,, X^ par les formules 

/oo\ ' — ^\^i a .14- ^'1^8 Xt -+- ^s 

(88) """^-y T"' î^'^'^l T"' >'-> r* 

Al — Aj Al — Aj Al — Aj 

Si Ton substitue les valeurs (88) de a, p, y dans les équations (82), (83) 
et (84), on trouve que X, et \^ doivent. Tune et l'autre, satisfaire aux trois 
équations 

do 



âo_ 
àpi 



=1— ITid -h 



nr— ir.fJ 



— — //'a (7 H- 



71 


2 


-\- 


7i 


2 


fPi 


^\ 


7î 


2 


H- 


7î 


2 


ipt 


crS 


73 


2 


4- 


73 


2 


ipz 


<7'. 



On pourrait faire, sur l'intégration simultanée de ces trois équations, 
une étude entièrement analogue à celle que M. Darboux a donnée pour un 
système de deux équations de cette forme. Nous n'insisterons pas sur ce 
point. 

34. Déplacements à trois variables^ dans le cas ou le système mobile 
n^a pas de point fixe. 

Après avoir considéré le cas où le système mobile a un point fixe, nous 
devons examiner l'hypothèse où le trièdrc formé parles axes rectangulaires 
mobiles se meut d'une manière quelconque dans l'espace ; alors, il faudra 
joindre, aux neuf rotations, neuf quantités nouvelles. Nous désignerons 
par Ç, , y)i , J^, les composantes de la vitesse de l'origine des axes mobiles rela- 
tivement à ces axes, quand p, varie seule et joue le rôle du temps, par Ç^, 
r]2, ^2 les mêmes composantes quand pa varie seule, et par Ç,, y),, J^, les 
mêmes composantes quand pj varie seule. 

Si l'on désigne par Xo, Y^, Z^ les coordonnées de Torigine des axes mo- 
biles par rapport aux axes fixes, on aura 

op\ opi ap3 

Fac. de T. — X. I.I I 
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(»l les ciiualions analojjues en Yo, Z,,. Egalons les deux valeurs de V 

(jue Ton peut déduire de ees formules. Après avoir remplacé les dérivées 
des cosinus par leui^ valeurs, nous obtiendrons une équation qui, devant 
avoir lieu ipiand on remplacera a, A, c par les autres systèmes a', b\ d ; 
it\ h\ r\ entraînera les trois suivantes : 

Si Ton èLsde tie mèmeles valeun>de , / ^ et celles de '/ > on obtient 



* • » "^ • " t 



» • * 

"77" 7ï7~ — 7* "9 1 — *7i ■»» '"a^'i • '*i^*j» 



(î)'0 






Réciproquement, lorsque les dix-huit quantités ^i, tt),, ^,, /?,, y,, r,, ... 
satisferont aux équations (90), (91), (9^), en même temps qu'aux équa- 
tions (85), (86), (87), il existera un déplacement dans lequel elles seront 
les rotations et les translations; car nous savons déjà qu'on pourra déter- 
miner les neuf cosinus; et, de plus, les équations telles que (89), qui seront 
compatibles en vertu des équations (90), (91), (92), nous fourniront par 
des quadratures les coordonnées de l'origine des axes mobiles. II est inutile 
de répéter ici que tous les mouvements obtenus se réduisent au fond à un 
seul, observé par rapport à des axes différents. 

Il est évident que, si, au lieu de considérer toutes les positions du sys- 
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tème mobile qui correspondent aux difl'érentes valeurs de p,, de p, et de pa, 
on suppose que p,, pa et p, soient des fonctions d'un seul paramètre /, les 
rotations et translations relatives à ce mouvement seront respectivement 

P'^-^P'-di^P'^' '^'-dï-^'^'-dï^'^'-dï' ''-dl'^''lû'^'^'-dT' 



.dp, dp^ dp, ^ ^Pi . ^ £^ï . ^ ^P3 ^ dpy do^ dp, 

'^'-dT^^'^'^^'W ^'lû~^^'lû'^^'-dï' ^'-dF-^^'-dï-^^'-dJ 



et les projections sur les axes mobiles de Télément de courbe décrit par un 
point quelconque, dont les coordonnées sont x, y, ;: par rapport aux axes 
mobiles, seront 

1 dx-^- l\dpi->r ^îdpi-^ Udp^-\-{q,dp,-\- qT,dp^+ (/^dp,) 5 — ( r, o^p,4- r, c^p,-h r^dp^)/, 

(9^) dy 4-yî,^pi4-yî2Û^pj-+-yî3efp,-4-( r\dp^-\- r^dp^-h r^dp^)x — {p,dp^-^Pidp^-^p^dp^)z, 

f dz 4-Ç,c/p,-t- Cs^pt-h Kidp^-\-{p,dp^-\- Ptdpi-\- pzdp^)y — {q,dp^-\- q^dpT^^ q^dp^)x. 

En d'autres termes, si / est le temps, on aura les composantes de la 
vitesse par rapport aux axes mobiles, en divisant les trois expressions pré- 
cédentes par dt. Cette remarque, qui dispense de beaucoup de calculs, 
permet de laisser de côté tout ce qui concerne les axes fixes. 

35. Coordonnées curvilignes de Lamé, 

Les coordonnées curvilignes que Gauss a employées d'une manière sys- 
tématique dans l'étude des surfaces ont été étendues par Lamé à l'espace à 
trois dimensions. 

Un point de l'espace est habituellement défini par ses trois coordonnées; 
mais on peut supposer que celles-ci aient été exprimées au moyen de trois 
variables indépendantes que nous appellerons p,, pj, pj. 

Un système de coordonnées curvilignes peut être représenté géométri- 
quement. Il suffit de considérer les trois familles de surfaces, lieux des points 
pour lesquels l'une ou l'autre des variables p,, p2, pa demeure constante. 
Mais il importe de remarquer que le système de coordonnées n'est pas 
complètement défini si l'on donne seulement les trois familles de surfaces 
coordonnées. On pourra évidemment, sans changer ces surfaces, remplacer 
p,, p2, ps par d'autres variables qui seront respectivement des fonctions 
quelconques des premières. C'est une remarque dont on fait souvent usage 
et qui permet quelquefois de grandes simplifications. 
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Proposons-nous de trouver l'expression de Tare d'une courbe quelconque 
tracée dans l'espace. Si les coordonnées rectangulaires Xj y, z d'un point 
(le l'espace sont exprimées en fonction des trois variables p,, pa, pa, cet arc 
se déterminera au moyen de la formule 

(i/\ ) ds^ z^ A dp\ -+- B dp\ -\- C dp\ -h 2 D t/pj dp^ 4- 2 E ^pa û^p, -+- 2 F dp^ dp^, 
où Ton a 

\àpj \àpi/ ' \àpj ' Opi dpi dpi âp^ dp^ e^p,' 

•^'^^ 1 ~ \c^p2/ "^ W/î/ "^ \àp.) ' ~ âPi âpi ôp^ dpi ôp3 ôpi' 



()?zj \à?i/ \àpj àpi âpi âpi âpi dp, âp^ 

Nous appellerons, pour abréger, ds Télément linéaire. Nous mettrons 
aussi son carré sous la forme 

ds^= H] dp\-^Hl dpi -+- IIJ dpi 

H- 2U2H3COsa, dpfdp2-h 2H3FI1 cosaje/p,û^pi4- 2H1H1 cosa^dpi dp^^ 

en posant 

11,= y/A, H,=:v/H, Hj^v^» cosa,= -— — -=r> eosg^^: _ > cosaj 



y/By/C v^Cv/Â /Ay/B 

Les formules (93) montrent que H, rfp, est l'arc élémentaire de la courbe 
d'intersection des surfaces pa = const., p^ = const.; H^ dp^ l'arc élémentaire 
de la courbe d'intersection de p3 = const., p, = const.; H^rfp, l'arc élémen- 
taire de la courbe d'intersection de p, = const., pa = const.; enfin a, est 
l'angle sous lequel se coupent les deux dernières courbes au point con- 
sidéré, 0L2 l'angle sous lequel se coupent la première et la troisième courbes, 
a3 l'angle sous lequel se coupent la première et la deuxième courbe. On 
aura donc 

D — o, E=:o, F=iO 

toutes les fois que l'on emploiera des coordonnées curvilignes rectangu- 
laires. 

11 résulte également des formules (q5) que l'élément superficiel de la 
surface p, = const. aura pour expression 



H, H, sin «3 t/p,e/p, = y/AB — F*û^p, <fp,. 
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et que ceux des surfaces p, = const., pa = consl. seront 



HjHa s'\n a i dp i dpi =^^BC — D^dp^dp^, 
H3II1 sin aj dpi dp^ z= y/CA — E* dp^ dpi. 

On verrait de même que le volume du parallélépipède infiniment petit 
ayant Tun de ses sommets en (p,,p2,p3), dont les arêtes ont pour longueurs 
H, 6?p,, Ha rfpa, H3 rfp3, et dont les angles compris entre les arêtes sont a,, 
a^, a,, est donné par l'expression 



HiHjHsV^i — cos^a,— cos*a2 — co.s^aa-i- 2 cosaj cosaj cos3CjC?pi dpi dp^ 
= V^ABC — AD*- BE*— CF«-4- ihÉFdpi dp, dp,. 

Le développement de ces premières notions a permis à Lamé d'établir sa 
théorie des coordonnées curvilignes dans l'espace. Mais on peut aussi, 
comme nous allons le voir, faire l'étude du système triple de surfaces (p,, 
p2> pa)? en la rattachant directement aux notions données dans les n^* 33 
et 34. 

36. Le trièdre mobile de référence. 

Considérons un système triple quelconque; on peut lier l'étude de ce 
système à celle du mouvement d'un trièdre mobile, en opérant de la manière 
suivante. 

M désignant un point de l'espace, construisons un trièdre trirectangle (T) 
dont le sommet soil en M et dont les axes soient définis dès qu'on connaît 
la position de M. Sans indiquer, pour le moment, rien de plus précis relati- 
vement à la position de ces axes, nous allons montrer comment les propriétés 
du système triple, celles des surfaces et des courbes tracées dans l'espace 
qu'il définit, se déduisent de l'étude du mouvement du trièdre (T). 

Si l'on conserve toutes les notations des n**'33 et 34, à ce mouvement sont 
associées les équations 



I.8G 
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(A) 



= 7i'*î — '1721 



— ^- —'xPi — Pi ri, 



— -JT = P\^i — qiPiy 



-±r — qi'i-f'iq. 



àpi 


àpi 


àpi 


àpi 


àçt 


àçi 


àpi 


àpx 


àr, 


àri 


àpi 


àpx 


àpi 


àpx 


àpz 


àpi 


jàçi 


àqz 


\ào. 


àpi 


àr-i 


àt\ 


àpi 


àpi 


àpi 


àpx 


àpx 


àpz 


àq% 


àqx 


àpi 


àp's 


àr. 


àr, 



à^ 
àpi 

àpi 
do, 

fi. 

àp3 



';. 






àpi 

àr)i 
àpx 

à^ 
àpx 



'xli 



qtXi 



'iC^x 



— r\r\^-^ r.Tn, 



— PiKi-^PiZxy 



— Tïr =Px-ni— PiTti— 7i;i-+- qili. 



— -7^ ^=^ qt^i — qi^i — '*jT03~t" '"3 ■'il» 



àpi 



— 37- = r^Ps — Ptf'z, 



Piqz — qipzy 



- :rf —Ptriz— pyf\t — qil% 



— T- = 73''i ~ f\q 



I y 



— -jr — ''3/^» — P^f\, 



— ÂT^ Pzqx — qzPi^ 



àr^i 
àpi 


àrii 
àpi 


àXi 
àpi 


àXz 
àpi 


àh 
àpx 


àh 
àpz 


àr,i 
àpx 


àt\\ 
àpz 


à:. 


àX, 



= r,h- 



V 



— />i?J-»- 



Pi^if 



'sii. 



àpi àp 



— T~ =■ 73M— ViCs - '•3'n,4-riyî3, 



— ' "■- ^3?1 — /-lïs — PzKl -+-//,C3» 



— -à" — ^3"0i— Pxr,z — qi^x -+-71?»» 



,1 , « 



el il résulte évidemment des propositions données dans les n®'33 et 34 qu'à 
tout système de valeurs des quantités /?,,..., Ç,, .. ., satisfaisant à ces 
êquationsy correspondra un mouvement parfaitement déterminé^ et, 
par conséquent^ un seul système triple. 

Si un point rapporté au triédre (T) a pour coordonnées x, y^ z, on aura, 
en appliquant les formules (98 ) du n° 34 : 



/ dx-h ç.idpi'h ç,idpi-h C3dp.^-h {qi dpi-}- q^dp^-h q^dp^) z — (r^dp^-h r^dpi-h r^dpi)y\ 

(U) i dy -\- riidp^-h fiidp^-h riidp^-\- {Ti dpi-^ r^ dp^-h r^ dpi)x — {pidp^-h Pidpi-{- p^dp^) z, 

{ dz-\-Kx ^px -+- Ki dpi 4- Ç3 dpz 4- {Px dpx -+- Pi dpi-hpi (^pi)y— {qx dpx-^qidp^-\'q^dpy) a, 

pour les projections de son déplacement sur les axes du triédre mobile, 
quand p,, pj, pg prendront les accroissements rfp,, rfpa, rfp,. 

Considérons en particulier le système triple proposé qui est parcouru par 
Torigine du triédre mobile; ds désignant la différentielle de Tare de courbe 
décrit par cette origine, et /, m, n les cosinus des angles que fait la tangente 
il cette courbe avec les trois axes rectangulaires du triédre mobile, on 
aura 

/ ds — ^, dp^ -f- li dpi -h çs dp3f ni ds — n^ dpi -\- yîj dpi -+- y)3 ^p3, 

nds — Ki dpi H- Cî ^pî 4- ?3 ^Ps» 
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Ces formules feront connaître l'élément linéaire de l'espace, dont le carré 
aura pour expression 

ds^— (?i dp, -h U dpi 4- ?s dp^y 

(y), dpi -^ Yîi dp^-hfii û^p8)*+ (Cl dpi H- Kt dpi -h Cî ^pa)*. 



En comparant cette expression à l'expression ((j'i), on voit que 



A 


-HÎ + -OÎ + ÇÎ, 


D ^îts-^TOjinsH-ÇiCa, 


B 


-r, + ^î+cî. 


E = £3?i-Hin3T0i-hÇsC„ 


C 


-£î + "nj4-ç;, 


F — ^,J,-hYÎ,YJ,-+-Ç,Ç2. 



(96) 



Proposons-nous comme autre application d'établir la relation qui doit 
exister entre deux tangentes conjuguées, sur l'une des surfaces du système 
triple, la surface pa = const. par exemple. Si le point M de la surface décrit 
une courbe, le plan tangent en M à cette surface enveloppe une surface 
développable qu'il touche suivant la conjuguée de la tangente à la courbe 
décrite par le point M. 

L'équation du plan tangent au point M rapporté au trièdre mobile est 

^ ?i ?î 

y fil fit z=o. 

z Kl C, 

Désignons par la lettre S les différentielles relatives à un déplacement 
suivant la direction conjuguée; écrivons que les trois expressions 

il <5pi H- ^i àpt, TOi ôp, -h Y), dp,, Ç, ôp, -4- Ç, dp, 

sont les coordonnées d'un point dont le déplacement, déterminé par les 
formules (B), est dirigé dans le plan tangent; il vient 
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Cette relation est, comme il fallait s'y attendre, parfaitement SN-mélrique 
.par rapport aux différentielles rf, o, car les coefficients de rfc, op, et de 
rfpj op, sont égaux en vertu des formules (A). 

Si Ton suppose que les deux directions conjuguées coïncident, il faudra 
remplacer partout i par dj et Ton aura Téquation différentielle des lignes 
asymptotiques sous la forme suivante : 
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1 


1 • • 


f>\ 


t 
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?J 



au 



j • * ■ 






a * 



rtz,x—l>t%x^ ^^- -^i\z,t 






— pi-^i r. 



n 






féi 



I 






^^ -/^r.,-7,:,-4- -^ -^^,,r., -./.;. .^ ^^ j 






'/iXi 



''î^.l 



•:» ^i 



r 



i^i 



— Pi^S T^M ^li 'f?l — 



I )%• 



Pt^iz—'lt:,*. ^1 



Cherchons maintenant Téquation différentielle des lignes de courbure. 
Pour cela déterminons les déplacements du triédre mobile pour lesquels la 
normale à la surface p, = const. engendre une surface développable. 

Pour (ju'il en soit ainsi, il faudra qu'il existe sur cette normale un point 
variable dont les coordonnées par rapport aux axes mobiles soient 

R(riiC,-r),C,) H(C,£,-C,£i) R(?irî,-£,rî,) 



N 



N 



N 



avec 



N = v/(r),Ç,-r),Ç,)*4-(C,£,-Ç,£,)*^(^,Y),-£,ri»)» 



et décrivant, dans le mouvement considéré, une courbe constamment tan- 
gente à cette normale. Or, les projections du déplacement de ce point, 
(juand p, et p2 prennent les accroissements rfp,, rfp^, sont, d'après les for- 
mules (B), 



N 



N 



(/•, (ypi-h/'î^/pî) 



N 
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Pour que la courbe décrite soit tangente à la normale, il est nécessaire 
et suffisant que Ton ait 






^(CiJ,-Ç,?,)^p,4-^(Ç»|,-Ç.>,)<o, 

N 
p|(-0i<Oi4-Y),^pj)-+-(r,^pi-hr2^pi)(rî,Çj 



> 






( + jî(Ci^pi4-C2^pî)-+-(;?i6^pi4-pî^P2)(?i;i--C24i)— (yi^pi+7j^pî)(^iÇj--^2Çi) 



^iTOj— YîlSî 



dpi 



Ces deux équations font connaître à la fois -^ et R; cette dernière quan- 
tité est le rayon de courbure principal correspondant à la ligne de courbure 
considérée. 

Si Ton élimine R et si l'on pose 



^8=T0iÇj — rîjC,, 



Ci^t— Kiti, Ca^^i-nt— ^iOi, 



on obtient l'équation différentielle suivante 



«3 ^idpi-h ï^icipi 

^3 fil dp i-]- rit dpi 



Ci Cl dpx H- Ç, dpi 



Opi 

àpx 

dcj, 
àpx 



dpi 



dpi 



dpi 



da 



^dp^-hiçidpi-^g^dp^) C3 
âb. 



— ( f\dpi-i-r^dp^)b, 



-—dp^-\-{ r, dp^ -h r, <^p,)«3 — {P\ dpi -^p^ dp^)c^ 

de 
j^dp^-h{pidpi-hptdpi)b3-'(Çidpi-hqtdp^)ai 



=^ o 



qui caractérise les lignes de courbure. 

Si Ton élimine au contraire ^, on obtiendra l'équation aux rayons de 
courbure principaux : 






N 
R 



^Pi 



, ., âb^ 



N 
R 



N 



àpx 



N 
R 



N 



c^p, 



-^ rt^Z — PiCj, 



'3 n^ï"^ ^^-^/'l^S— ^t^3 Jï^î -+- 5? -+-/^2^3--7î«J 



= 0. 
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Les équations analogues pour les surfaces p, = const., p2=const., s'ol>- 
liendront par permutation circulaire des indices. 

II. — Corps rapporté avant déformation a des coordonnées rectangulaires. 

37. Formules cinématiques. 

On peut d'abord se proposer d'introduire les notions précédentes dans 
Tétude du système triple de surfaces qui, dans un corps déformé, corres- 
pond au système orthogonal de plans coordonnés auquel le corps est rap- 
porté avant la déformation. 

Conservons les notations du Chapitre I; dans le système triple du corps 
déformé, les variables désignées précédemment par p,, pj, p, seront. r, y, z. 
L'origine du trièdre mobile adjoint à ce système triple sera au point P,, 
dont les coordonnées par rapport aux axes fixes sont 



^-f- u, 



Ji = 7-+-v, 



z^-= z -\-v^-; 



les axes rectangulaires des x\ y\ z' formés par le trièdre mobile seront 
définis par rapport aux axes rectangulaires des x^ y, z par le tableau des 
cosinus : 





.r/ 


y' 


^1 
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c 
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a' 


b' 


c' 




a" 


b' 


c" 











Les formules (89) du n" 34 deviennent ici 



(97) 



I -f- -^ = 











i-h -T- a'U-^b'n^-^-c'i:^, 
ôy 


ô\\ 


Oz 


az 


dw 



^r/''^,4-6V,,-4-r''Ç„ 



— = r7''£,4-6'r),-+-c'^C„ 



=^flr'^c,-+-6V,3 4-c''Ç,. 
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Rapportons le déplacement (u, v, w) au trièdre mobile; nous aurons 

u = au' -+- by' -+-cw', 
V = a'\x' 4- b'\' -h c' w', 

u', v', w' étant les projections de ce déplacement sur les axes mobiles. 

Le point dont les coordonnées sont x, y^ z par rapport aux axes fixes a 
ainsi pour coordonnées par rapport aux axes mobiles correspondants — u', 
— v'^ __ ^v'; nous devons donc identifier les trois expressions 

a dx -h a' dy -\- a" dz, b dx -h b' dy -h b" dz , c dx -h c' dy 4- c" dz, 

avec celles qu'on déduit des formules (B) où Ton remplace p, , pa? Ps? ^> y y ^ 
respectivement par Xj y, z, — u', — v', — w'. Il vient ainsi les relations 

> au' , , ^ , du' 1 I y „ au' , , 

I ds' ô\' ds' 

(98) \n^=b-^ j^ H- r,u'— />iw', Y)j= b'-h ^ h /-ju'— /?j\v', -n^— b" -\- -~ 4- /'sU' — yojw', 

Ç, = c 4- -^ 4-/?iv' — 7,u', Ç2=c'4- -^ -hPt\' — qtii'f Kz^c''-^- -^ 4-/?3V — 73U', 

que l'on pourrait aussi établir par un calcul direct. 

Indiquons différentes particularisations du trièdre mobile qui se pré- 
sentent dans les applications. 

Comme première particularisation, prenons pour trièdre mobile le 
trièdre qui s'obtient en donnant au trièdre de sommet P, et dont les axes 
sont parallèles aux axes des x^ y^ z la rotation au point P(a:, y, z) définie 
au n** 5. Les relations (12') prennent ici, en vertu des formules (97), la 
forme simple suivante : 

(99) Y}3=Çï, Çl = ?3, U^f\^. 

Remarquons que ce choix particulier du trièdre mobile nous conduit à 
un calcul facile des équations aux dérivées partielles dont nous avons parlé 
auxn**'2 et 13; il suffit, en effet, d'adjoindre les relations (99) aux rela- 
tions (96) et aux équations (A) pour former, par l'élimination des trans- 
lations et des rotations, les équations cherchées. 
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Nous indiquerons deux autres particularisations importantes, utiles dans 
TeHude des tiges droites minces et des plaques minces. 

Dans le premier cas, nous pouvons supposer que Taxe des ;:' du triêdrc 
mobile est tangent à Tune des courbes coordonnées du système triple dans 
le corps déformé, ce qui donne, par exemple, 

£3=0, YÎ3 — o. 

Nous pouvons, pour Tautre cas, supposer que le plan des j;', y' du triédre 
mobile est tangent à Tune des surfaces du système triple dans le corps dé- 
formé, par exemple à la surface z = const. On a alors 

38. Equations relatives à V équilibre du corps déformé. 

Conservons aux six fonctions P,, Pj, P3, U,, U-j, U3 la signification que 
nous leur avons donnée aux n*** 15, 16 et 24, mais rapportons les forces 
extérieures aux axes mobiles et désignons par X', Y', Z', F', (î', IT les 
([uantités qui correspondent ainsi à X, Y, Z, F, G, H. En tenant compte 
des formules (()7) du n'' 37, (82), (83) et (84) du n" 33, et en posant 

A. - Pi?, -+- U3?, -f- U,?3, Bx = U,?! -H l\l, 4- U,?3. C, = U,?, 4- U,|, 4- P,;„ 

l\y — PlTOi-h U,Yï,-h U,y)3, Bj. =Z 1)3101-1- PiTOi-i- U,Y}„ Cy= UjYîi-l- Uj Y), 4- P3Tn j, 
A3 = P,Ç» 4- U3Ç, -h U,Ç3, B, =: U3Ç, ^ P,Ç, 4- UiC, C,^ U,C, 4- U»Ç, 4- P3Ç3, 

nous trouvons que les équations (34) et (35) du n" 15 prennent la forme 
suivante : 

-^4-7,A.^-/-,.V4--^4-7,B-— /•,B3.4--j^4-7,C. — r,Cy'4-pX' = o, 

"ôjc' ■^/'»^r~'7iAx4--^ 4-/;,B3r~7sB;ç 4- -^ -^p^Cy — q^C^c-h oZ —o, 

{ F'— /A;,'4-/?^B^.4-/^Ca:, 
(ici) < G'= /Aj.'^- mBy'4- /iCy, 

( H =/A, 4-//IB;; 4-/lC,, 

/, ///, H sont les cosinus directeurs par rapport aux axes fixes de la normale 
extérieure àrélément de surface rfa du corps non déformé et pX', pY', pZ'; 
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F', G', H' sont les composantes sur les axes mobiles de la force appli(juéc, 
par unité de volume du corps non déformé, en un point inlérieur du corps 
déformé, et de la force appliquée, par unité d'aire de la surface du corps 
non déformé, en un point de la surface du corps déformé. On remarquera 
(jue Aj. , A_,', A- , par exemple, sont les projections sur les axes du trièdic» 
mobile du segment dont les projections sur les axes fixes sont A^, A^, A-. 
Maintenant si £,, £0, £,,, y^, y 21 Y» ^^^^ ^^^ composantes de la déformation 
au point (x, y^, z) du corps non déformé, nous avons, en rapprochant les 
formules du n" 1 des formules (96) du n*^ 36 



- ■_} _l ' ' . .. > - I .#i v« _i '' '' 

^1 — ~ > /l — '»S-3~r~ 'ii '13 ~l' -sî-sa» 

•5 



C ^ 1 .^ ^ . y y 



ï 'rî _i_ r ' -;- *** I 

(io-.>.) < îj=: •'- — ' 7l-";3;l + fl3•')l^-CJïl» 



iJ-HrjJ-t-:^-! 



V V I w^ .rf» \ y y 



ti--- -■- '-- 1 /'3=;iwî-+- tJitîsH- ;isi. 

Nous pouvons donc exprimer Ténergie de déformation par unité (!<• 
volume W en fonction des translations ^|, 5.^, H,, yj,, ..., et, par suite 1\, 
P2, P3, U,, U^î LJ3 en fonctions des mémos translations, au moyen d(»s 
équations (5f)) du n" 2î, savoir 

<>M " ^£î ^£3 <>*/! <>Vî (>7., 

Les équations (100), (loi), (102) et (jy), jointes aux é([ualions fonda- 
mentales (A) du n'^SG, nous fournissent un système d'équations auxquelles 
satisfont les translations ^,, ^^î • • • ^^ '<-*s rotations ^,, p.,^ . . . dont la con- 
naissance est, comme on Ta vu, liée intimement à celle du système triple 
de surfaces suivant lesquelles les plans coordonnés rectangulaires primitifs 
se sont transformés. 

Les formules du n** 37 conduiront, si on le désire, à des équations vérifiées 
par les déplacements u', v', w' rapportés au trièdrc mobile. 

39. Equations ridathca à la déformation infiniment petite lorsqu'on 
particularise le trièdre mobile. 

Cherchons ce que donnent ici les considérations développées aux n^'^SOet 
suivants à l'égard de la déformation infiniment petite lorsqu'on particularise 
le trièdre mobile comme il a été indicjué au n'* 37, de telle sorte ([ue l'on ail 
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les rclalions (99). Les relations (98), jointes aux résultais obtenus au n^ 1 1 , 
et aux formules de Poisson déjà utilisées au n^ 20, donnent alors innniérlia- 
tement les développements suivants : 



^, = n-e, + ..., 


s» — t é'» "•"••• ' 


4»— «(§'«-+-•••. 


f)i—iffi-^---f 


Y), — I -H Cl -H ... , 


in»— ïoi-*--- •» 


Îi—i5'i -+-•••' 


?s=Îj?i+---. 


Ci— I -t-e,-»-. . ., 


p, ^^ +..., 


Pt dy'^"" 




au 


7« ày'^---' 


7. ^. -+-•••. 




dz3 





OÙ f?,, f?2, C3, ^'^i, g2j ©8 sont définis par les formules(i8) du n** 9 et t, , z.j, 
T3 par les formules du n** 1 1 . 

Si nous portons ces développements dans les équations (A) et si nous 
n'avons égard qu'à la première puissance de /, il vient, en outre des rela- 
tions identiques telles que 

Oxôy dyôx 

les relations déjà obtenues au n** 13 et qui se mettent sous la forme (:^i). 

Nous sommes donc ramenés au système rencontré dans Tune des dé- 
monstrations que M. Beltrami a données (n" 13) des équations (22) de 
Barré de Saint- Venant. 

Les considérations précédentes, eu égard à la remarque du n** 37, con- 
firment ce que nous avons dit au n** 13 à propos de l'application de la notion 
du système auxiliaire de M. Darboux. 

En répétant pour le système des équations (100) et (loi) ce que nous 
avons dit au n** 30 et en faisant pour l'état naturel l'hypothèse la plus 
simple, on trouve, dans le cas du corps isotrope, les équations suivantes : 

(.o3) { l^ H.(X + a^)_'H- X— 4-^^H-^_^+pg- = o. 

^àex >. dci , . . ôe^ dgx dgt ^ 
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(io4) I \}—ni[\e^-^(l-\-2i>.)e^-^r'kez]'^[L{ng^^lgi), 

qui résultent d'ailleurs aussi immédiatement du n** 32. 

Quand les forces sont données à la surface, le problème de la déformation 
infiniment petite se trouve donc ramené à la recherche des solutions des 
systèmes (io3) et (22) qui satisfont à la condition à la limite (io4). Quand 
on aura trouvé ces solutions, le système des équations (18) déterminera 
les déplacements. 

Nous retrouvons le procédé d'intégration utihsé par différents géomètres 
à l'exemple de M. Beltrami. 

40. Tiges droites minces; plaques minces. 

Ce serait peut-être le lieu ici, au moyen des particularisations dont nous 
avons parlé au n** 37, de considérer les résultats analogues aux précédents 
que l'on obtiendrait à l'égard des tiges droites minces et des plaques minces ; 
mais nous préférons réserver la question pour un travail spécial. 

IIF. — CoïlPS RAPPORTÉ AVANT DÉFORMATION A UN SYSTÈME TRIPLE QUELCONQUE 

DE SURFACES. 

41. Formules cinémaliques. 

Plaçons-nous maintenant dans le cas plus général où le corps est rap- 
porté avant déformation à un système triple quelconque de surfaces dont 
les paramètres sont p,, pa, P3. 

Pour ne pas multiplier les notations, nous attribuerons à ce système 
triple les notations (Ç|, . . . , /?|, . . .) précédemment adoptées pour le sys- 
tème triple du corps déformé, et pour ce dernier nous prendrons de nou- 
velles notations qui seront indiquées plus loin. 

Nous considérerons donc un trièdre mobile dont le sommet est au 
point P, qui a pour coordonnées a;, y, z par rapport aux axes fixes des 
x^y^ z, et dont les axes ont, par rapport aux mêmes axes fixes, des cosinus 
directeurs définis par le Tableau 
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^1) ^1? ^1 seront les composantes de la vitesse de Torigine des axes mo- 
biles relativement à ces axes, quand p, varie seule et joue le rôle du temps, 
^a> ^2) ^a les mêmes composantes quand p^ varie seule, et ^3, ir)3, 2^3 les mêmes 
composantes quand p, varie seule. Nous aurons de même trois systèmes 
différents de rotations /?,, çr,, r, ; /?2, çr^, r^^ /?3, 5^3, f\ autour des axes 
mobiles des x'^ y\ z' , 

Les coordonnées x, y^ z par rapport aux axes fixes de l'origine P du 
trièdre mobile sont des fonctions de ses coordonnées curvilignes p,, pa, p» 
qui vérifient d'après les formules (89) du n*^ 34, les relations 

(io5) I dyz=i{a!l^^b'-nx^c'X.C)d^^'^(a%^y-f\^^c%^d^^^i^a%^b'ri^ 
( dzz={a'l,^b"-(\^-^c"^,)d^,^{a!'U-\'y-f^j,^c''r^^d^ 

que Ton peut encore écrire 

f 1 ^pi ^- \\ dpi ■+- îs dp^ —adx-{-a'dy-h a" dz, 
tîi dpx H- fltdpi -\- f]zdp^ =. b dx -\- b' dy -\- b' dz, 
Ci dp^ -\- Ç, dpi -f- Çj do^ z= c dx -h c' dy -h c" dz. 

Soient u, v, w les projections sur les axes fixes du déplacement PP, du 
point P, et u', v', \v' les projections du même déplacement sur les axes mo- 
biles, en sorte que Ton ait 



(106) 



u — a u' -4- 6 v' 4- c w', 
V r= a'u'-f- ^'v' -h c'w', 
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Gonsidérons le carré do Tare clénientairc décrit par Icpoinl P^, savoir 

(dx -h chiy 4- (dy 4- ^v)=-l- {dz 4- d\\)\ 

ou <»ncorc, avec les notalioiis du n'* 1, 

(107) (I -T-'i£|) ^.r*-4-(i -h2ej)t/)'*4-(i -h 2ei)dz^ -h 2yidj'dz -h 2yidz d.r -h 2y:idrd}\ 

Nous pouvons le calculer au moyen des formules (B) du u" 36; il nous 
suffit de remplacer, dans les trois expressions (B), les lettres ./;, y, z parles 
lettres u', v', w\ et de faire la somme des carrés, ce (jui nous donne 

Ui -+- ^ 4-7i\v' - f\ v'j dpi 4- Ut -+- -^ -h v,w'- f'i v'j dp^ 4- U3 -^ ^-p "HV3>V'- /'a V )^/p:, 
(108) ' 4-^^Q^^--^ 4.,.^ U'— /^,\V' W/p,4- (ri5 4- -^— 4- /^ u' — />s\v' Wp, 4- fr,3 4- — -^ /.ir --/>aW' W/.^a 

Nous tirons de là la conclusion suivante : 

Pour calculer les six composantes £,, e^, £3, Ym Y-^' Ta ^^'' '^' déforma- 
tion au point P, c)/^ effectuera dans la forme quadratique (108) end^^^ 
dp2j dpzj '^ substitution définie par la résolution des formules (10^); 
on identifiera la nouvelle forme quadratique en dx\ dy^ dz ainsi obtenue 
ai^ec la forme quadratique (107). 

On peut présenter la règle précédente sous une autre forme. 

Prenons comme inconnues auxiliaires les composantes s',, t.^^ £.,, Yn Yj' 
Y'3 de la déformation au point P par rapport aux axes des x\ y\ z' issus de» 
ce point. D'après ce que nous avons dit au n*^ 7, dès (pie les six cjuantilés £'^, 

^2î ^3> Ti5 Ta» Ta seront connues, nous aurons £,, £2, £3, Yn Y»* Y» \^^^ '^'^ 
formules 

/ £i = e\ rt* 4- e\ b^ 4- £3 c* 4- y\ Oc -\- y\ c a -h y'3 a (j, 

£, - B\a'^ -h B^b'^ ^ e',c" -\-y\ b' c' -hy'.c' a' -^y',a' b\ 

£3 -e;rt''i4.£;^;''«4-£;c''*4- y\ bV-\'y',c"rr-i-y\a''b"', 

y, = 2s\a'a''-h 2z\ b'b"-h 2e'.,c'c" -h y\ {b' c" -\- b" c' ) 4- y\{c' a' ^ c" a' ) -\- y\{a' li -\- a" b'). 

y^ — iz\a"a -^ 2i\b" b -^2z'.,c'c -^y\{b"c -hbc') 4- /.(c'V/ 4-^^") -^y'^{a' b -\- ab'), 

y^ = 2£\aa' -{-2s'^bb' -h2e'.^cc' -h y\ ( b c' -i- b' c) -^- y'^ica' -h c'a) -hy'^icib' -^-a'b). 
Fac. de T. ^ \. I.l3 
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D'aulre part, d'après le même numéro, si Ton effeclue sur la forme qua- 
dratique (107) la substitution définie par les formules 

i' dx =1 a dx^ — b dv ^- c dz\ 

\ 

(110) ■ dy ^^Lo! dx -r- b' dv' -r- c dz , 

' dz — a'dx -H 6V> -)- c'dz, 

on trouve la forme quadratique 

\ ( I -+- 2£; ) dx'^ -u (i -H 2c; ) dy^-^ ( I -^ iz\)dz'^ 

\ -h 2 y', dy' dz' -+- 2 y', c/:;' ^x' -h 2 y', ^x' d' >'. 

On a donc la règle suivante : 

Pour calculer les six composantes £, , c^, e^, y,, Y2? T3 ^^' '^ déforma- 
tion au point P /?ar rapport aux axes Px', P^'\ P^', on effectuera, dans 
la forme quadratique (ïo8) en rfp,, rfpj, rfp,, /a substitution définie par 
la résolution des formules 

(112) < <^' = Yî,é/p,-f-y),é/p,-+-tÎ3^p„ 

( rfs' = Cl dp^ -f- Ç, é/pj -+- ?3 ^Pj, 

^/ /'on identifiera la nouvelle forme quadratique en dx\ dy\ dz' ainsi 
obtenue avec la forme quadratique (1 1 1). 

42. Déformation infiniment petite. 

Supposons, comme au n** 8, que u, v, vv soient fonctions d'une variable 
/ en même temps que de p,, pj, p,, et puissent être développées suivant les 
puissances entières positives de /, par des séries absolument et uniformément 
convergentes dont les premiers termes soient £/, r, w\ les neuf cosinus 
a, /y, c, a', //, c\ a'\ b", c" étant indépendants de /, u', v', W seront aussi 
développablcs par des séries dont les premiers termes m', i', iv' seront liés 
h u^ V, w par les relations 

w r^ au' -h Oi''-\- civ\ 

ç= a'u'-h O'v'-h c'i\'\ 

iv — a" lé -^- b" v' -^ c\v\ 
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Si nous cherchons les premiers termes c^, c^,, Cg, g^^ g^^ g^ ^^s dévelop- 
pements de £,, £2, £3, Y,, Ya, Ys' ^ suffira d'utiliser une des deux règles du 
numéro précédent; prenons la seconde; en désignant par e\^ e.^^ ^3, g\^ g\^^ 
g\ les premiers termes des développements de £'^, £.j, t\^ Yi? Ta' Ts? V^^^ 
en déduire r^^ e.^, ^3, «•,, g^a, ^3, il suffira de remplacer, dans les for- 
mules (109), 

t t t I t I 
£i> £j> £3» yi> yjj Va» £1» £j» £3» 7i> */j> yj> 

respectivement par 



e 



\9 



^u e-,, g y, gty gz. 



d* p p it tr tr 

t^I> <^4> ^3» fit!» .«^î» ^3* 



D'autre part, on aura la règle suivante : 

Pour calculer les six quantités e\^ e\^ e^^ g\^ g\^ g[, on ejfectuera^ 
dans la forme quadratique en rfp^, rfp^, rfpg suii'ante 



(;i^pi-i- ;2^Pî-h ^3^P3)I f j^^ -^ql^^''-r^^Acip^-h [~^ -^^1^^'— r^^Adp, 



au' 



H^ V3 



(rlldp^-^-^nldp^ 






,ii'—p,ir'jdp, 



(îi</pi+ Cî'/piH- ^'''P') (57" -t-A*!''' — 7i''')''P)+ (^ +/'«'•' — yî«'j'/pi 






/a substitution définie par la résolution des formules {\ 12), e/ ron iden- 
tifiera la nouvelle forme quadratique en dx\ dy\ dz' ainsi obtenue avec 
la forme quadratique 

e\ dx'^ -h e\ dy'^ -\- e\ dz'^ -h g\ d/ dz' 4- g'^ dz' dx' 4- g\ dx' dy' . 



Désignant par J le déterminant 



J = 



^3 ^3 Ç3 



dont le carré figure déjà au n** 35 dans l'expression de l'élément de volume, 
on obtient ainsi 



\.l 



oo 
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j.;^ 



àpi 
àpi 



q^s^' r,v' -0, C, 



-h<y,«— /,p rî, Ç, 



H-^3*»''— ''3<'' TQ, Ca 



J^', m 









?3 



É^PJ 



-hr^u' — p^ii'' Çj 



Je, = 



;i TOi 



c^p, 



/;,i'' — 7,«' 






I rr' 



;» ^3 • 



4i ^1 



^^Pj 
c^pi 



-H /•,« —/>!»*' 






'^03 



Çî Y}3 -77- -*" '3" — /?3"' 



J^J = 



ripi 
àp2 



/?,i''— y,f/' Yi, C, 



-^Pi^''—ltu' fit Ç, 



/^3^'' — 7»"' ^'î C3 






r>p, 



is 



-^/'3t'' — 7»"' ?s 



r^/' 






ÇJ "^iî 



r^p, 
ou' 



-h^jtr'— /jc' 



J /îr'3 



•m 
^1 



r^p, 



-H 7i»^'— '*!*'' ?i 



I, j- 4-7!»»'- ^ï^'' Cï 
c/pi 

5, ;,-+'/."'-'•,<'' ç, 



-H /•,«'— />,n'' Y), C, 



dp, 

^P3 



ï^a dilalalion cubique 



(} = Cl -h e, -+- e, = e 1 -+- e h- c'3 
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sera donnée par la formule 



30 = 



du' 
âpi 



■i-qi^'^/W' fil Ç, 



du' 

-: h^iH''— Tjr' rit 

opi 



C, 



du^ 
àpz 



4- ^5 i^' — Tj t'' yjj Çj 



' àp, 



-h r, «' — /?, a' Cl 



Çî ^ h r, «/' — /?, tv' Ç, 

àv' 



?l TOi 



?î TH, 



?3 TH, 



àpx 

"ôpl 

dw' 
àpi 



-+- Pi *'' — 7i «' 



,.' 



-»-/^î* — 7î« 



^-/'j^' — 73" 



que Ton peut encore écrire, en vertu des équations (A) du n^ 36, 



,}0 = 





u' 


U 






ti 


u' 


I3 






> 

4î 


u' 


à 


1 






à 




m 




(^ 






i 


àpi 


(' 


fil 


rii 


do* 


rii 


ç' 


Y}3 


àpz 


1^1 


TOî 


v' 




KV' 




y 

S3 




Çi 


m' 


Ç3 




Cl 


Si 


iv' 



43. Équations relatives à l'équilibre du corps déformé. 
Revenons au cas de la déformation en général, et proposons-nous d'éta- 
blir les équations relatives à l'équilibre du corps déformé par rapport au 
Irièdrc mobile du n** 41. 

Prenons les équations (3/|) et (35) du n** 15; elles se résument dans 
Téquation 

( 3a ) f f fp{\èi\ -+- V (5v 4- Z dv,')dxdydz -+- f f{¥ au -h G Ôv -h H ^w) da 

— f f fi l'i ^«t -*- ^t àet 4- P, ^£3 -f- Ui èy, -h U, ^y, -+- U, ày^ ) dx dy dz — o, 



(jui doit avoir lieu pour tous les déplacements virtuels Su, Sv, Sw. 

Il est facile de transformer cette équation (Sa); introduisons à la place 
(les P,, U/ six nouvelles auxiliaires P^., U'^ qui soient liées aux premières par 
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la substitution inverse de la substitution (io()), en sorte (jue Ton ait 

P'3-Pjc' -+- P,c'> -hPaC» -h 2I] ^c' c" -^'^tV^c'c -haUjCr', 

U; .- l\hc -h P,//c'4- Pj/Zr" 4- U,(//c" -+- f/c') -V lJ,(^"c 4- bc")-hV,(hc' -+- //c), 
U;iz:P,ca -f-P,c'r3r'-h P3C-"^"4-U,(cV/" -^c"a') -4- U^Cr^a -h c^')-!- IJjCrri' h- c'^), 
i;;— P,r3r/y4-P,^'//-i-P,r/''^"4- U, (^/'// H- rt'7/) -f ll,(«'7> 4- n//') -h li^fr/// -4- a'//), 

ou 

P,=zP;a' -hV'Jj' -HP'36» 4-:îU;/>r -+-2U;c./ -hal;>6, 

p,= p>'« -+-p;//* -^p;c'« 4-2ir,//r''-+-2i!;r"^"4-2U>''^% 

i:,:iz p; rt'rt"4- p; ////+ p^c'c"-!- u; (^>'c" 4- ^V) -hL';(c-v-+-rV) -+- ij;(a7/'-t-«"^'), 

u,= p;a''r7 4-p;///> -hP;6"c ^-u'ii^^v h-ac") 4- i;;(c''^-i-6v/'')-+-u;(e7v>-+-^^''), 

(.)n peut dire eneore(ju<' l(*s nouvelles auxiliaires sont liées aux premières 
de façon (|ue la substitution (i lo) transforme la forme (|uadrati(pie en /-/.r, 

\\ (Lv^ 4- \\ fi y* -H \\ dz^ + 2 II, dy ciz 4- ? 13 j dz d.r 4- 2 II3 d.r dy, 

dans la suivante en (ix\ f/y\ dz' 

V\ d,€'^ 4- p; dy'*- 4- P; dz'^ 4- 2 11; dy' dz' ^ 2 l ', dz' d.r' 4- 2 l '3 dj' df. 

Définissons les forces (îxtérieurcs en les rapport^int aux axes mobiles, et 
désifçnons par X', Y', Z', F', (J', II' les (piantités qui correspondent à \, 
Y, Z, F, (î, H, en sort<» que Ton ait 

\z=a\' 4-/>V' 4-c/', F-riF' -hhiV 4-cn', 

Y - n'X' 4- //Y' 4- C'Y', (i - - a'V 4- //(!' 4- c'U', 
Z -■- ,;''X'4- //'Y'4- c'Z', Il - a"V'-h //(;'4- r"ir. 

Kn v(»rlu des formules (io()) et (ioc)), Técpiation (^2) prend alors la 
foruK* suivante 

(II.-)) f f fp{\'di\'-h\'d\'-\-y:dw')djrdydz 

(F'ôu'-f-r.'dv'4-H'5w')rf(7 

( p; dt\ 4- p; 5e; 4- p; ss; 4- u; dy\ 4- u, o>; + u; o>; ) ^.r .// ^- - o. 






«juc nous pouvons transformer en nous servant do la rèfflc établie au n" 41 
pour calculer e',, e',, e',, y',, If!,, f,- 
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Par un calcul facile, analogue à celui qui a été fait au n® 15 (*), et en posant 



Ax.= p; {14- j 



dpi 
du' 
dpi 
au' 



-h7,w'— rjv' Y}, Ç, 

-+-V3W'— TaV' YÎ5 Ç3 



P' 

A' — --i 



àpt 
àpi 



4-/1U' — />iw' y)i Ç, 

-+-/'sU'— /'sW YÎ3 Ç3 



P' 
A,_-j- 



,/ 



âw' 
àpt 

àps 



-^PlV'—ÇiU' Yîi Cl 
-hyOsV'— 7jI|' Y}, Ç, 



u; 



Kl -ïT-^-^sW— r,v' Ç3 



?. 



Opt 



-+-7,w'— r3v' Ç3 



111 
J 






?i ^i 37" -*-^iW'— /'iV 



^ï ^t xr-^^«w'— r,v 



,/ 



3 TOa 



du' 
àpz 



H-^aW— /'aV' 



C'3{.-^i 



<^V' 



âv' 
?3 -î— -H/jU— yo3w' Ç, 



^P 



3 



U' 



d\' 



^3 rit 



àpt 
d\[ 

' Op, 
âv' 



?î ^« ^ 4- /'lU' — /?jW' 



àp: 



'iW — p^w' 



Ul 






Ç3 -X- -+-/^3V'— ^3U Ç3 



^p: 



-f u; 14--. 



>- àW , , 



(*) Dans les transformations d'intégrales de voiume en intégrales de surface que com- 
porte ce calcul, on n'aura qu'à appliquer la formule suivante : 



ffri^^'^''^'=ff 






/d7 



où / est une fonction quelconque de pi, pj, ps, et où les autres notations sont celles adop- 
tées dans le texte. Cette formule, qu'on peut prévoir géométriquement, s'établit analytique- 
mcnt en répétant le raisonnement employé par G. NeumaoD, dans le Mémoire cité au n°26. 
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puis (Ml formant six autres expressions analogiques B^., H^., B^,, C,.,, C[ , il,., 
obtenues en remplaçant respectivement, dans les précédentes, P'^, U^, \ [^ 
par U;,, Pj, IJ', et par U^, U'^, PJ,, on est conduit aux é(juations suivantes à 
l'intérieur du corps : 



(»»:) 





a:.- 


V 

^1 


?3 


/ '^ 








àpt 


H. 


TOj 


•ma 




V.:,' 


><• 
Sî 


Ça 




h 


a:.. 




<) 








àpi 


lOi 


b;. 


1^3 




SI 


(:;• 


Y 
*93 






s» 


A.V- 











-h-T— 


TOi 


^2 


H, 


àpz 










*9l 


Cl 


r'. 




a;- 




te 


() 








àpi 


b;. 


■nt 


?. 




r' 


c, 


S3 




^1 


a;. 


^3 


1 à 


•^1 


b;. 


•na 




y 
Si 


(:> 


C, 




Cl 


H, 


a;. 


ô 

àpi 


YJI 


•fli 


i^; 




r 

SI 


ç, 






a; 




^3 


ô 
àp\ 


b; 


T^S 


lOj 




<:'.■ 


c, 


C3 




?. 


Al. 


53 


d 

-4- -r- 


fli 


b; 


t)l 


f)pj 










ç. 


<:;• 


c» 


' 


ç. 


i. 


Al. 


d 








\ ' ào. 


1^1 


fit 


Bi 




ç. 


Si 


€!• 



^-71 



7* 



73 



/•-< 



/î 



-»-/'i 



P^ 



Pz 



Çi ^1 a;. 

Ci Cl c; 



Al 


r 


la 


Bl 


TOl 


f)i 


Cl. 




K, 


5. 


Al. 


^3 


■Oi 


Bl 


1^3 


C. 


c;. 


C3 


41 


?. 


Al. 


^1 


*)j 


Bl 


î. 




c. 


a:. 




?3 


B,. 


ïît 


V)3 


<;;• 


ç. 


ç. 


Cl 


a:,.. 


y 
43 


TOl 


B> 


in» 


Si 


c:... 


Ç» 


5- 


u 


a:... 


f\x 


fit 


B... 


i Cl 


;> 


«■4 


Aj* 


£, 


£. 


b; 


lOj 


1^3 




C. 


ç. 


?. 


a;. 


V 

Ç3 


^1 


b;. 


T^a 


Si 


(:> 


'sa 



— /•■ 



— /% 



— r, 



P\ 



-p. 



-/h 



— 7i 



-7i 



Vi 



a; 


4« 


y 
Ç3 


b; 


^* 


-ni 


<;;.. 


Cl 


Y 

sa 


> 
^1 


a; 


43 


ini 


h; 


^3 


C, 


<''. 

1.^. 


y 

Sa 


Cl 


> 

Çl 


a;- 


•^1 


■Oj 


b;. 


y 

«91 


Y 


c;. 


Al 


Çl 


b 

Çl 


Bl 


1^1 


la 


Cl 


ç, 


ç» 


4i 


Al. 


?3 


THi 


Bl 


■Tn 


SI 


<.:i. 


Ç3 


Çl 


y 
Ça 


a; 


fit 


Tn, 


b; 


Y 
•si 


>• 

•al 




a:. 


V 

Çl 


y 

ÇJ 


b; 


Y}2 


Ti3 


c:... 


•si 


Ç3 


y 


a;. 


I3 


TOi 


Bl. 


ma 


Cl 


c:.. 


Ç, 


y 
Çl 


Çl 


a:,. 


TOl 


-fil 


b; 


•91 


Y 

Si 


cv 



-f- ûJX'iz.- o. 



T-O.IV'=I<), 



4 O.JZ'- 



<>. 
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Cl aux équations suivantes à la surface du corps : 

qui mettent en évidence la sijj^nification des auxiliaires A^., A^'.,, A!., . . . , si 
Ton ajoute que /', m', // sont les cosinus directeurs par rapport aux axes du 
Irièdre mobile de la normale extérieure à l'élément d<7 du corps non dé- 
formé. 

Désignons encore par la lettre W la fonction de p, , pa, p.,, e\j . . . , obtenue 
en remplaçant, dans W(£/, y/), les lettres £/, y/ par leurs valeurs (109); on 
a, d'après la définition des P), l/- , 

(119) Pi=^' ^-^7Ji7' '-^7)r ^'^^;T' ^^^^' ^'^"^' 

44. Equations relatii'cs à la déformation infiniment petite . 

Si nous appliquons les résultais du numéro précédent au cas de la dé- 
formation infiniment petite, et si, pour fixer les idées, nous supposons que 
Tétat naturel est celui considéré au n** 31, nous trouvons, en adoptant une 
notation analogue à celle de ce dernier numéro, que les équations (i 17) et 
(ii8) doivent être remplacées par des équations obtenues en substituant, 
dans les précédentes, à^',, i),, t)'^, X)'.^^ à'!>, t)',, r)'^, X!)',, ^^'3, «V, 3-', i', .f , ((^ ,«)' 
respectivement à A'^., A^ , A^., 13^.., D^ , H!. , G',,, CJ .^ C!. , X', Y', Z', F', G', H'; 
quant aux équations (i 19), elles doivent être remplacées par les suivantes : 

**=:5<-^ '«=-^' '--^TeV' '^^-"c;-^' ''-"■^' ^^''-~'w:' 

où nous conservons la lettre Vs\ pour désigner ce que devient W2(<?/, ^^/) 
lorsqu'on y remplace les t^/, ^^ i)ar leurs valeurs indiquées au n** 42 en fonc- 
tion des <?;, g\. 

En particulier, si le corps est isotrope, on a 

<rj = /o + 'î^6';, 1'^; = »^^';, 
u^; =: 10 ^ ,^^,/ ^ v>, = ^^';, 

Fac. de T,— \. i,ll\ 
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IV. — Corps rapporté avant et après déformatiox 

A UiN SYSTÈME TRIPLE DE SURFACES. 

45. Formules cinématiqucs. 

On peut se proposer, comme dans le § II du présent Chapitre, d'intro- 
duire la considération du système triple de surfaces qui, dans le corps dé- 
formé, correspond au système triple de surfaces (p,, pa, pa) auquel le corps 
est rapporté avant la déformation. 

Désignons par (^'^, $'^, ..., /?',, p\^^ . . .) les translations et les rotations 
d'un trièdre mobile (T")que nous adjoindrons à ce système triple du corps 
déformé, et dont les axes des x"^ y\ z" ont des directions définies, par 
rapport aux axes des x\ y\ z' du trièdre mobile (T') du système triple 
du corps a^ant déformation^ par le Tableau des cosinus 





x' 


y 




.r' 


ci\ 


b, 


Cl 


y' 


1 


b\ 


1 


„» 

^ 


< 


K 


< 



L'origine du second trièdre mobile est placée au point dont les coor- 
données par rapport au premier trièdre mobile sont u', v', \v', en sorte 
que les formules (B) du n"* 36 nous donnent 
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(120) 






Y) 



Yîî 



àpi 



r\ \i' — p^vi'— a\ r, -h b\ n\ 4- c\ ç; , 



'2 u' — ^, w' = a\ ^; -h b\ n\ -h c', ç; , 






Ç|-H 1 h^,v' — <7,u' = a;Ç;H-^^;yi', 4-c 



Ci 



ôpt 



1 ^91» 



4-ptv'-^,u' = a;?; + ^;v,4-c;ç;, 



Ci-^ -^ + />3V' - y,u' = a;r3 ^- ^î^'s -+- ^ÎC;. 



Rapportons le déplacement (u', v', w') au second trièdre mobile; nous 
aurons 



n 



U'=rt,U" -f- 



V'=i 



W'=: 



a.u" 



a\\x" 



b,\" 
b\ \" 
b^.y" 



c\ w% 



u", v", w" étant les projections de ce déplacement sur les axes du second 
trièdre mobile. 

L'origine du premier trièdre mobile a ainsi pour coordonnées, par 
rapport au second trièdre mobile, — u", — v", — w"; nous devons donc 
identifier les trois expressions 



bxilxdp^-^l^dp^ 



?3^p3)-Ha',(^i^Pi 
lzdp^)-^b\{y\^dp^ 

Izdp^) 4- c'i (yîi cfp, 



T0îCfp,-f-y)5cfp,) 

-ntdpt-h-n^dp^) 



«î (Cl dp, H- Ç, dp^ H- Ç, é/p,), 
b^iKxdp.-^-Z^dpt-^-Kidp^), 



•n^dpi-h r}3 dpi) H- cj (Ç, dp, 4- C, dpt -h Ç, c^p,), 



avec celles qu'on déduit des formules (B) où Ton remplace 
(^n ^21 •••,/>!> /^2j "')y (^,7,^) respectivement par (Ç;, Ç'^, ..., /?',,/?2j •••)? 
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(f'i3) 



(— u", -- v", — w"). Il vient ainsi les relations 



du" 



Kv = «ili -^ «'i ^1 -^ «î Cl -^ 37- -^ 7i w" — r\ \\ 



^?\ 



To; = ^i?i-h^;r)i-+-6;?i 



d\ 



,fi 






-h r;u'— /?>% 



(121) 



C'i = ci?i-+- <tî, -f-c;ç, -+-^— -+-/^'iv' — v>% 

-n'i — b^^^-h b'^-n^-h b^Xi-^ ^ -Hr'jU"— />;w% 

c/pi 



<?p: 



r-r 



C3 = ^içj -f- c; Yî,-+- c; Çj -+- -^ -H />; v^ — 7; u% 

que l'on pourrait aussi établir par un calcul direct et auxquelles on peut 
adjoindre les suivantes 



Px = cixPx -+- «1 7i -+- «1 ''i -^- ^ Ci ^ = «t/^i -^ «1 Vt -+- «1 ''i — ^^1 ^ 



(122) 



;^i 



2 



Cl 



db. 



q\ = b^p^ -h b\ ^, 4- 6; r, -h 2 ^1 ^ —biPx^ b\ qx-\-b 

r, = c,;?, -f- c, 7, 4- c, r, 4- ^ 61^ = c,/i, -+- c'j Vi ^- ^i ''t — 2- «i ^ 

et les six analogues, si Von suppose que le second trièdre mobile a même 
disposition que le premier. 

On peut particulariser le second trièdre mobile. 

Si, par exemple, on suppose qu'il s'obtienne en faisant subira un trièdre 
de même sommet, dont les axes sont parallèles aux axes des a?', y\ z\ la 
rotation au point (p,, p^, p,), les relations correspondant aux rela- 
tions (12') et aux relations (99) sont les suivantes 



ix fil th; 




$. c. ç. 




r, fl. ç. 




^. ^. r. 




^. ç; ç. 




TO'l TOl ?! 


$t t), rj; 


— 


^. c. C, 


» 


Ç; r), Ç, 


— 


^. r,, ?; 


» 


^. r. Ci 


— 


-n'i TOt Çi 


/ 




$. ç; ç. 




r, t), ç. 




ç> fl, ç; 




?. r, ç. 




^3 TO, Ç3 
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On peut aussi, comme dans le n® 37, adopter les particularisations sui- 
vantes qui sont utiles dans l'étude des tiges ^ourbes minces et des enve- 
loppes minces. 

Dans le premier cas, il est commode de prendre dans le corps non 
déformé 



?3=o. 



^j=^o, 



et alors, on peut prendre aussi dans le corps déformé 

?i = O, Y) j = o. 

Dans le second cas, si Ton a pris dans le corps non déformé 
il est commode de prendre dans Tenveloppe déformée 

ç; = o, ç; = o. 

46. Équations relatives à Véquilihre du corps déformé. 

Conservons aux six fonctions P',, P^, Pj, U',, U!^, U', la signification que 
nous leur avons donnée au n" 43, mais rapportons les forces extérieures 
aux axes du second trièdre mobile, et désignons par X", Y", Z", F", G", H" 
les quantités qui correspondent ainsi à X', Y', Z', F', G', H'. 

En tenant compte des formules du numéro précédent, nous trouvons 
qu'en posant 



J A^« — \. I 



JA.^ — t I 



JA,„ — t I 



X\ fil 


Cl 




^. 


r. 






^. 


V). r. 


Xt r>i 


ç, 


+ U', 


f. 


r, 


Ci 


+ u; 


£, 


^. r. 


^3 -n» 


ç. 




?3 


r, 


ç. 




^. 


•Il Tj 


fl'i TOl 


Si 




?. 


i"i 


ç. 




?. 


»ii m', 


■n't rtt 


ç. 


+ u; 


f. 


»)i 


ç. 


+ u; 


?. 


ï)i ï)', 


in'j Yll 


ç, 


- 


l. 


V, 


ç, 




f, 


10» tî'j 


C, fl. 


ç. 




V 


r. 


ç. 




1. 


». r, 


r, ». 


1- 
Sj 


+ u; 


^. 


ç; 


ç, 


-t-u; 


?. 


n. ç; 


Ci -n. 


ç, 


K , 


^1 


c; 


S3 




1, 


>i, ç; 



et en formant six autres expressions analogues B^, B^, B^,, G^,„ C^„ C^^, 
obtenues en remplaçant respectivement P',, U3, U'^ par U3, P^, U', et par 



I.l lO E. ET F. COSSERAT. 

la. l I» 1^3 on est conduit ci des équations que Ton peut former en substi- 
luanl a;., A;.„ a;,, B;„, ...,p\,q\, r\, p\, . . ., X", Y% Z", F", G", II" rcs- 
poolivoment à A^„ A^„ A^,, B^^, . ., />,, q,, r,, />,, .. ., X', Y', Z', F', G', 
Il dans les êcjualions (117) et (118) du n® 43. On remarquera que A^„, 
A,., A^,, par exemple, sont les projections sur les axes du second trièdre 
nH>l>ile du sejifinenl dont les projections sur les axes du premier trièdre 
Miohile sont A^.,, A'^.,, A^,. 

Mainlenanl, si e'^, e.^, e',, y'»^ y^^ y'j sont les composantes de la déforma- 
lion an point (p,, pa, ^3) du corps, par rapport aux axes du premier trièdre 
nu^hile, le mode de raisonnement employé au n** 41, rapproché des for- 
mules (;)<*>), conduit à la règle suivante : 

V\Uir calculrr 1rs six composantes e',, e'^, e',, y\j y'^, y, de la déforma- 
lum ou poitii V par rapport aux axes Vx\ Pj^, Pz' du premier trièdre 
mo/M'As 0/^ ojfectuera dans la forme quadratique 

\\,s'>f\'\ ♦ It'^h i-r, ^'p3)*H-(y};^p,4-y);^p,4-r);^p,)'-i-(:; ^p,H-ç;e/p, -i-ç;cfp3)s 

♦'H ♦/(5ii ^'?ji ^'p^; '^ substitution définie par la résolution des for- 
mw/«*^v (M'i) (*t l*on identifiera la nouvelle forme quadratique en dc\ 
J\ X ^h' ainsi obtenue avec la forme quadratique (m). 

Pour parler autrement, on a les formules suivantes : 

(, , ui;)$;-^(i-+-a6;)r)î-+-(i-h2£',)çî 



!•■••• 



^^ Ni ♦ •J«'i)$i$i-^('-^26;)y),Yî,-H(i-+-2£;)Ç,Ç, 



^\\\\ik pouvons donc exprimer l'énergie de déformation W par unité de 
wImIH** **» fonction des translations Ç,, $2, Ç,, yj,, . . ., Ç;, Ç;, $;, yj;, . . ., et 
^f Mtlll'^ l^f 1%> ^'tt ^1» ^2? ^3 ^^ fonction des mômes translations, au 
\\\ dt)i équations (r ig) du n'' 43, savoir : 

s\ P.-5ir' '^«-^S^^ *^'-^' ^"^' ^"^' ^"^' 
Il iflUfttions obtenues comme il a été dit plus haut au moyen des équa- 
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lions (117) et (118) du n** 43, et les équations (119) et (124), jointes aux 
équations fondamentales (A) du n° 36 écrites pour les deux trièdres mo- 
biles, nous fournissent un système d'équations auxquelles satisfont les trans- 
lations $',, $'2, $'3, ... et les rotations /?p p,^^ p^, ..., dont la connaissance 
est, comme on Ta vu, liée intimement à celle du système triple des sur- 
faces suivant lesquelles les surfaces coordonnées primitives se sont trans- 
formées. 

Les formules du n** 45 conduiront, si on le désire, à des équations vérifiées 
par les déplacements u", v", w" rapportés au second trièdre mobile. 

47. Équations relatives à la déformation infiniment petite lorsqu'on 
particularise le second trièdre mobile. 

Cherchons ce que donnent ici les considérations développées aux n"* 30 
et suivants à l'égard de la déformation infiniment petite lorsqu'on particu- 
larise le second trièdre mobile, comme il a été indiqué au n" 45, de telle 
sorte que l'on ait les relations (i23). 

Les relations (1 2 r) et (122), jointes aux résultats obtenus au n*^ 11, don- 
nent alors immédiatement les développements suivants : 



(125) 



5;=?,-+-yî,T'3 






-H7iU''— r, i^' -h. . ., 



fi 



y -. 



r -' 



dv' 






r^u' — /^iiv'-h. . ., 



4j =^ Il "^ tQït'j — Çjt; h- 77— -h 7î*'''— ''2 1^' -f . . . , 



Yi 






yîî-Hsît'i — fîTj 4- -T- -^ /-,«' — Piiv' -{-, . ., 



K'i = Cî -H lîT, — TQîTi -h h pt r' — 72 //'-+-... , 

opt 



10.= 



dv' 



' ,.l 



lOs-hCîM — 6'î'i -+- xr -+-'*3W 



Opz 
àpi 



7^3 «^ 



Ç3 = Ç3-^?3^i — tost; 4- xr -+■ A^' — 73"' 4-.. -, 
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(i:>/0 



P\ 



= />,-+- 7, T. 



/iT.-i- 



. 7i = 7i-+- '•i^i-Z^i'a-^- TT -^- 



()fJl 

Or: 



''i = ^»"+-/^i'j — 7i^i-+- 



Opi 



Pi^Pt-^qiTj,— f-jT^-h ,-^ -f- 



7; 



= 7î-+- '2^1-/^2 T3-+-X: -^-- • 



r, =/-,4-/>,T, — 7,T, 4- 



àpi 



/>; 






7j = 7»-^ 'jT, — />,t,4- 



's^ 



= '3H-/^3T, — 7,T, -f- 



àpi 



on T, , Tjj, T, (losifjncnl les projections sur les axes du premier Irièdre iiio- 
l)ile du sefjnienl qui aurait pour projections, sur les axes fixes, les (juantités 
T,, Ta, Tj du n" 11. 

Kn portant les développements (r2fji) dans les relations (i23) et en 
n'ayant égard qu'à la pnîmière puissance de /, on obtient immédiat(îmenl 
les formules suivantes qui déterminent les valeurs des auxiliaires t',, t,, t^: 
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(127) ( 2Jt; = 



-^PxV' — q^u' Ç| 



l^ jr -+■ P^ *' — ^» " ^i 

t au' , . 

?1 fix 1 h ^1 iv' — Ti t;' 

Opx 



l\ rix 



Ir n 



Opx 
Opi 



-h i\u — p^w' 



4- r^u' — p^sv' 



4î ^î 






-h ^, iv' — r, v' 



^^ "^^ J^-^^»"'"''»"' 






C^P3 



2Jt, = 



àpi 
àpi 



-f- /•,«/' — yOliv' Y), Ç, 



+ /•,!/' — /?,«'' rit Cî 



^3 



<^P8 



-^-p^v'-q^u' TOî Cj 



-^/?Ji'' — 73«' r)3 Cs 



>. ^"' f I y 



4-7,iv' — rjç»' Çj 



cl que l'on peut adjoindre aux formules (1 13) du n® 42. 

En tenant compte des formules que nous venons d'écrire, on a les déve- 
loppements suivants : 





Çl 


Y)i 


y 
il 


1 

J 


42 


-Oi 


ç, 




m 


•^3 


*• 

Sa 




^1 


•^1 


4i 


I 

J 


ri\ 


rii 


ç. 




-^h 


V)3 


ç. 




K\ 


•0, 


c. 


1 

J 


s; 


ru 


Cï 




s; 


-n^ 


ç, 



= i + e, + 



-ff' 



â«"« 





$. 


r. 


ç. 


J 

J 


V 


r. 


ç. 




?. 


r, 


ç, 




?. 


i^'i 


ç. 


1 

j 


y 


■n't 


c. 




t, 


■n^ 


y 
^3 




Ç. 


ç. 


Si 


J 

J 


1, 


c, 


Ç2 




2s 


ç; 


Ç3 



-^'3 



= i-He,-i-, 






J 



I 
J 



J 



?. r,, 5; 

?» lOf Tf)', 



I 
^2 

T03 
?1 -^1 



z^-* 






?3 rî3 ç; 



= I-heaH-..., 



d'où résulte que les développements (i25) prennent la forme remarquable 
suivante : 



Fac. de T. — X. 



I.i5 



l.lli 



4 



\'i^ 



Fo><>ns 



\}\n> 



^.1 



;2 



"SI 

to * 
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• tJ 



' 1 ^: 



- # ";• s " - • - 

1 ^ -. p X '. — ■ ' 

/.\ — 1 ? î -» 1 î :» i '• î ^ î -s : ■ 

7i7.s — '"j -; — ;r /; /.■. — ' : - • 



•;. 



r» — 



^7i7.i— '■.r» 



= AT -717.1-/.:. 



— -T— ^ — / -i::^; — /' y. — 



'1 - 


'<>?. 


^5 - 




* 


in. 


t ■ 




• 


'>;, 
'j?. 


t I 




■/.: 




'/.! 





01. 



0'., 



/r/,:— ':-:. 



/ y,:— ' ^-^ 



':-^-/-y. 



•7 > ■ 



~ P^fi— Vi- 






/^': r vr- 






_ ^>/.i 



/.î-^T.f- -/^V: -Vi^i- 



'0, 






-/': 



— / 



/•. - 
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puis encore 



J 93 — 93^1 -^ fs^^l -^ X3Ç1' 

•^^ï = 9'i^-^+>2-^ZiÇj' 

2 J ^^'î = T3 ^3 -+- 4^'3"^3 -^ X'3 Cs -+- 9i ?1 -+- + 1 ^ 1 -»- Xl îl — 9'j U — ^2 '^'2 - Z2 -^2, 
J 4^3 = 93 ?2 -+- ^3 ^2 + XS C2, 
•ÏZÎ=9içS-+-^'lT03-+-X'lÇ3» 
•ï Z' = 9^2 ?3 -+- ^'t ^3 -+- Zî ÏS' 

'-^ JZ3 == 9i ?i -+- '^i -^n -+- Zi Cl -+- 9U2 -+- ^'i ^J-+- Z'îCî- 93?3- ^'3^3- Z3 ?:.» 
el enfin 

Yî'; — ri29; -+- ^393 — "^191 ' "^2 = ^3^î -+- '^l^'î — T^î'l'î» ^3 = ^iZl -+- ^2Z2 — ^3Z3' 

K\ - Î29; -+- Ç393- Cl 9';» r,= C3^'3+ Çi+;~ c»^^;, ?;- cai - c.z;- ^3Z-;. 

Si nous portons les développements ( 1 26) et ( 1 28) dans les équations ( A ) 
écrites pour les translations $', , ... et les rotations p\^ . . . , et si nous n'avons 
égard qu'à la première puissance de /, il vient, en outre des relations iden- 
tiques telles que 

àpi àpi ~ dpt dp, ' 
neuf relations qui sont linéaires par rapport aux neuf quantités telles que 

;^H-7.T3-/-iT, 
et qui, résolues par rapport à ces quantités, prennent la forme suivante 



Oz' 



I.ii6 



E. ET F. COSSERAT. — SUR LA THEORIE DE L ÉLASTICITÉ. 



r,+ 



t) 



ç; + 



— /•,T, = 0, 



— »,T3 = 0, 



?; 



ri 



c + 



àpi ' ' 


'tr^ 


Or. 


/>îT3 




7j^i 




'•3-2 




Pi'^Z 




-73^', 



= 0, 



— /-jT.ZZlO, 



— P.T, = 0, 



O, 



qui met en évidence un nouveau Irièdre mobile dont les axes sont con- 
stamment parallèles h ceux du premier trièdre mobile, dont les translations 
sont ^^, Y]^, J^p $*,... et tel que le point dont les coordonnées sont t'^, t!j, T3 
est un point fixe de l'espace. 

Nous avons donc neuf équations aux dérivées partielles entre c\, e[^, f'.,, 
ri'n G-i^ o 3 ^"^ ^'^^ obtient en remplaçant dans les équations de droite de 
(A), S,, TQn ^1? n2> ••• par ^1? ^^5 ^o ^2' •••• ^^^ ^^^^ équations se réduisent 
à six relations qui sont entièrement analogues aux équations de Barré do 
Saint-Venant données au n° 13. 

On pourrait répéter ici ce que nous avons dit à la fin du n*' 39 en ce cjui 
concerne l'intégration des équations relatives e^ la déformation infiniment 
petite. 

48. Tiges courbes minces; enveloppes minces. 

Nous pourrions, au moyen des particularisations dont nous avons parlé 
au n**45, considérer les résultats analogues aux précédents que l'on obtien- 
drait à l'égard des tiges courbes minces et des enveloppes minces ; mais, 
comme nous l'avons déjà dit au n® 40, nous réserverons cette question pour 
un Mémoire spécial. 
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